
١ 
 

  فهرست مطالب
  

  صفحه  عنوان    
  3  ها و کاربردهاي آنها روي مجموعهعمل گروه :فصل اول

  3  ..............................................................................................  عمل گروه روي مجموعه 1.1  
 1 .2   p− 5  ........................................................................................................................  هاگروه  

  8  ..............................................................................................................................  قضایاي سیلو 3.1
  13  .................................................................................................  گروه) کلاس(معادله رده  4.1

  14  ..............................................................................  هاقضایاي بیشتر براي ساده نبودن گروه 5.1

 16  ...........................................................................................................  اي جایگشتیهگروه 6.1

 18 ................................................................................................ هاي خطیگروه 7.1

  22 پذیر و پوچتوان گروههاي حل: دومفصل 

  22  ........................................................................................................  معرفی سري گروهها 1.2
                                                                   25  .....................................................................  هولدر –سري ترکیبی و قضیه ژردان  2.2
                                27  ..................................................................................................  پذیر هاي حل گروه 3.2

  30  ...............................................................................................  گروه هاي پوچتوان 4.2     
 35 هاي ویژه  حلقه :سومفصل 

                                                                     35 ................................................................................. ایها جمله حلقه چند 1.3
 39 ............................................................................... ایها تجزیه چند جمله 2.3

]ایده ال هاي . 3.3 ]F x. ................................................................................ 43 

E.(حلقه هاي اقلیدسی 4.3 D( ....................................................................... 47   
 50 وکاربرد آن توسیع میدان: چهارمفصل 

                                                              50 ................................................................................. بیان مفاهیم مقدماتی 1.4
  52   ................................................................................................  اعداد جبري و متعالی 2.4

www.topsoal.ir

http://www.
http://topsoal.ir


٢ 
 

                                                                     55 .......................................................... توسیع هاي جبري و توسیع هاي متناهی  3.4
 59 .................................................................................... میدان بسته جبري 4.4

 60 ........................................................................ ترسیم با خط کش و پرگار 5.4

   66 ................................................................................... قضیه اساسی گالوا 6.4
                                                               

                               74                                                                                                               نامه واژه            

     78                                                                                                   علائم ریاضی 
  79                                                                                                         منابع            

                         
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

www.topsoal.ir

http://www.
http://topsoal.ir


٣ 
 

  اولفصل                                                                 
  

   ردهاي آنها و کاربها روي مجموعهعمل گروه       
  

پـردازیم و  کنیم و سپس به اثبات قضـایاي سـیلو مـی   در این فصل عمل گروه روي مجموعه را تعریف می      
αpmدهیم که اگر نشان می عددي اول است آنگاه عکس قضیه لاگرانژ برقرار است سپس مباحثی را به ساده  =

 .دهیمها اختصاص مینبودن گروه

  
  گروه روي مجموعه  عمل 1. 1

عمـل   Xروي  Gیک مجموعه باشد در این صـورت گـوئیم    φ≠Xیک گروه و Gفرض کنید  .1.1.1تعریف
XGXGکند هرگاه تابع می ) به جاي(وجود داشته باشد  :×→ ( , )x y σ نویسیم میxy که به قسمی:  
1- xxeXx =∈∀ ;  
2- 212121 )()(;,, gxgggxXxGgg =∈∈∀  

  .نامیم Xبر  Gرا عمل σو     
G قرار دهید . 2. 1. 1مثال  = ¢ Xو  = ¥ تابع   

, )(
:

mn n
σ

→
× →¥ ¢   :پس داریم ¥

1- ( ,0) 0 0n n n nσ = = + =    
2- 1 2 1 2( , ) ( )n m m n m m nσ+ = + 1  و= 2 2(( , ) , ) ( , )n m m n m nσ σ σ= =     
تابع   X=Gگیریم قرار دهید را در نظر می Gگروه . 3. 1. 1مثال

1( , )x g g xg
X G X

−→
×   :داریم→

1- xe=e-1xe=x   
x(g1g2)=(g1g2)-1x(g1g2)=g2

-1g1
-1xg1g2= g2

-1(g1
-1xg1)g2=(xg1)g2  -2  

 
مجموعه  Gبا عمل زیر یک  Nدر این صورت نشان دهید که  >GNیک گروه و  Gبه طور مشابه فرض کنید 

  .است

( ) 1,
N G N
n x n xn−

× →

→
  

GHیک گروه و  Gفرض کنید . مثال   .گیریمبا عمل زیر را در نظر می Gروي  Hدر این صورت  ≥
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( ) ghhg
GHG

→
→×

,
  

}را در نظر بگیرید قرار دهید  Snگروه . 4. 1. 1مثال }nX   و  =2,1,...,

( )
:

 , ( )
nX S X

x x
σ

τ τ

× →

→
  

  در این صورت 
1- ( , ) ( )x x xε τ ε= = 

2- 1 2 1 2( ) (( ) )x xτ τ τ τ= 

  .کندعمل می Xروي   Snپس        
 

  :کنیمبه صورت زیر تعریف می Xند رابطه سه را در بین عناصر عمل ک Xروي  Gفرض کنید       

1 2 1 2~ ; .x x g G x g x⇔ ∃ ∈ =  
  :در این صورت داریم  

1- 11 ~ xx  زیرا به ازايGe∈  داریمx1e=x1  
21اگر  -2 ~ xx  21آنگاه; xgxGg   g-1=x1(gg-1)=x1e=x1(x1g)پس  ∃∋=

2اگر  -3    3~x x  21و ~ xx  پس 

1 2 2 1 1 3 2 2, . . ,g g G s t x x g x x g∃ ∈ = =  
3بنابراین 1 1 2 1 1 2( ) ( )x x g g x g g= =   . در نتیجه رابطه سه یک رابطه هم ارزي است  

بنـابراین  . دهـیم نشـان مـی   xامیم و بـا نمـاد   ن xرا یک مدار ) [x]یعنی ( x، رده هم ارزي ∋Xxبه ازاي     
xx∈  و به ازاي هرXyxyx ∈= φ=yxیا  ,, I  و همچنین

x X
X x

∈
=   :داریم ∪
{ }. . .x a X g G s t a xg xG= ∈ ∃ ∈ = =  

}روي  S3عمل . 5. 1. 1مثال   3,2,1را در نظر بگیرید مطلوب است محاسبه  3,2,1{
}  دانیممی }3. , (1,2), (1,3), (2,3), (1, 2,3), (1,3, 2)S ε=پس  

{ } { }31 1 (1) , (1)(1, 2), (1)(1,3), (1)(2,3), (1)(1,2,3), (1)(1,3, 2) 1, 2,3 .S ε
−

= = =  

}و به طور مشابه  }3,2,132 }روي  S3یعنی عمل  == }1,2,3X   .فقط یک مدار دارد =
  

,هرگاه  را متعدي نامیم Xروي  Gعمل  , .x y X g G s t x yg∀ ∈ ∃ ∈ =  
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xx∈ ،Xxبه طور معادل به ازاي هر      روي  Snمـثلاً عمـل   . یعنـی عمـل فقـط یـک مـدار داشـته باشـد       =
{ }nX XSXبا تابع  =2,1,..., n →×:σ  متعدي است زیرا به ازاي هرnSkk 1دهیمقرار می ,21∋ 2( , )k kρ = 

واضح است که 
1 2( )k kρ   .متعدي است Xروي  Snبنابراین عمل  =

GHnHGفرض کنید . 6. 1. 1مثال  ≤= }دهـیم قرار مـی  ):(, }GaHaR و =∋
( )

:
  ,

R G R
Ha g Hag

σ × →

→
  

σ (Ha,e)چون  =Ha  و(Ha)(g1g2)=(Hag1)g2   پـسG  رويR   حـال بـه ازاي هـر دو    . کنـد عمـل مـی
RHbHa   .یعنی عمل فوق متعدي است b=Hb(Haa-1)=(a-1b)(Ha) .  داریم,∋
  

Xxعمل کند و  Xروي  Gفرض کنید      ∈o دهیمقرار می  { }. xG g G x g x= ∈ =
o o o  نشان داد که توان می 

GGx ≤
o

}داریم ox=2به ازاي  5. 1. 1در مثال . نامیم oxکه آن را پایدار ساز   }2. , (1,3)G ε=   

Xaکند و عمل می Xیک گروه متناهی که روي  Gفرض کنید . 7 1.1قضیه  ورت در این ص ∋

( : ).aa G G=  

}دهیم برهان قرار می }GggGL a حال ضابطه  =∋
agGag

Laf
→

→
  

  داریم . گیریمرا در نظر می :

1- ag1=ag2  بنابراینag1g2
-1=a  یعنیaGgg ∈−1

  .خوش تعریف است fپس  g1Ga=g2Gaدر نتیجه  21
aGggپس  Gag1=Gag2فرض کنید  -2 ∈−1

agagیعنی  21 =−1
  .یکبک است  fیعنی  ag1=ag2بنابراین  21

.واضح است بنابراین  fپوشا بودن  ~L a پس( : )aG G L a= =   .شودو حکم ثابت می 

Xaکنـد و  عمـل   Xگروه متناهی که روي مجموعه متناهی  Gفرض کنید  . 8. 1. 1نتیجه در ایـن صـورت    ∋
_

| |a G  به خصوص اگر عملG  رويX  متعدي باشد آنگاه| |X G.  
)داریم 7. 1. 1بنا به قضیه لاگرانژ و قضیه . برهان : ) | |aa G G G= . حال اگر عمل متعدي باشد  a X=  

  
2.1 .p− ها گروه  

-در این بخش به مطالعه  p کنیمپردازیم و قضایاي سیلو را ثابت میها میگروه.  

-را یک  Gگروه . عددي اول باشد pفرض کنید . 1.2.1تعریف p امیم هرگاه مرتبه هر عضو گروه نG   تـوانی
  .باشد pاز 
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  .2. 2 .1مثال
}گروه کلاین  -1 }cbaek ,,,4  a2=b2=c2=eگروه است زیرا  -2یک  =

93هاي گروه -2 ZZG 27Gگروه است زیرا  -3یک  =⊕   .آیددست میو حکم از قضیه لاگرانژ به =
nPGاگر  -3 -یک Gعددي اول است آنگاه  pکه = p گروه است.  
nDدهیم و داریم نشان می D2nضعلی منظم را با  n-هاي یک گروه تقارن -4 n 22 آنگاه  n=4حال اگر  =

88 =D  گروه است -2ضعلی منظم یک  -4هاي یک پس گروه تقارن.  
 

}دهیمقرار می. عمل کند Xروي مجموعه  Gفرض کنید      },GX x X xg x g G= ∈ = ∀ و آن را پایدارنده ∋
  .نامیم Gتحت 

  
-یک Hفرض کنید  .3.2.1لم p  گروه متناهی باشد ( | | nH p=  کند در اینصورت عمل می Xکه روي  (

( ).HX X mod p≡  
12فرض کنید . برهان ,,..., xxxr  کلیه مدارهاي مجزايH  رويX  باشند پسU

r

i
iXX

1=

تک  kxفرض کنید  =
   :عضوي باشد یعنی

{ } { }, ,

.

k k k k k

k H

x x g g G g G x x g x g G

x X

= ∈ ∀ ∈ = ⇒ = ∀ ∈

⇒ ∈
  

Hkر به طور مشابه اگ Xx ,...,1فـرض کنیـد    .تک عضـوي اسـت   kxآنگاه  ∋ xxt      تـک عضـوي باشـند پـس

tX H و داریم =
1 1

. ( : )
i

r r

i x
i t i t

X t x t H H
= + = +

= + = +∑ ∑
 

1گروه اسـت و   −pیک Hچون  ( : )
ixH H H≠ 

. پس  ( : )
ixp H Hبنابراین. ( )HX X mod p≡   

  
دهد کـه  در واقع قضیه کوشی نشان می. حال در شرایطی قرار داریم که قضیه معروف کوشی را ثابت کنیم       

m عکس قضیه لاگرانژ به ازاي p= برقرار است.  
  

pباشد و  nگروه متناهی با مرتبه یک  Gفرض کنید  .)کوشی( 4. 2. 1قضیه  n G=  در این صورتG  داراي
  .است pعضوي از مرتبه
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}دهیمقرار می. برهان }1 2 1 2( , ,..., ) ... ,p p iX g g g g g g e g G= = ∈ .1پـس     , Pp X X n  pZحـال عمـل  =−
  :گیریمرا به صورت زیر در نظر می Xروي 

(g1,g2,…,gp)k=(gk+1,…,gp,g1,…gk). 
 یعنی  gk+1…gpg1g2…gk=eپس   g1…gkgk+1…gp=e  چون ba=eبنابراین  ab=eفرض کنید   

1 1.( ,... , ,..., )k p kg g g g X+ یک  ¢pچون گروه  .کندتوان نشان داد که در شرایط عمل صدق میهمچنین می∋
- p  گروه متناهی است، بنا به قضیه قبل داریم( )

PZX X mad p≡ چون( )
PZXee ≤1پس  ,...,∋

PZX  از
pطرفی  X  پس. 2

PZX 1فرض کنید  ≤ 2.( ,..., ) ( , ,..., )
Pp Ze e g g g X≠  بنابراین∋

                             (g1,g2…,gp)1=(g2,…,gp,g1)=(g1,g2,…,gp)  
)چون  g1=g2=g3=…=gp.پس  ) Xggg p ∈,...,, g1پس  21

P=e شودو حکم ثابت می.  
  

pو  nیک گروه متناهی با مرتبه  Gفرض کنید . 5. 2. 1نتیجه G  که در این صورتG یر گروهـی از  داراي ز
 .باشدمی pمرتبه

 .شودو حکم ثابت می <H=<g1دهیم با توجه به اثبات قضیه کوشی، قرار می. برهان

-یک  Gفرض کنید . 6.2.1نتیجه p  گروه متناهی باشد در این صورت 

. .nn s t G p∃ ∈ =¥  
pچون . برهان   G فرض کنیدpq qعدد اولی باشد که  ≠ G  بنا به قضیه کوشیG داراي عضوي از مرتبه

q باشد که تناقض استمی.  
  

–یک  Hیک گروه متناهی و  Gفرض کنید . 7. 2. 1قضیه p  زیر گروهG در این صورت . باشد  
( : ) ( ( ) : )(mod ).G H N H H p≡  

}دهیم قرار می. برهان }GxHxR   .)نشان دهید. (کندبا تابع زیر عمل می Rروي  Hدر این صورت  =∋

( )
:

,
R H R
Hx h Hxh

σ × →

→
  

). ، 3. 2. 1بنا لم  : ) ( )HG H R R mod p= .پس  ∋HRHeچون ≡ HR φ≠  فرض کنیدHRHx∈  به ازاي
  :داریم ∋Hhهر 

)(

11

HNx

HxxHHxHxHxhxHxHxh

∈⇒

=⇒⊆⇒∈⇒= −−

  

}  بنابراین } ):)(()( HHNRHNxHxR HH   .شودو حکم ثابت می=∋⇒=
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-یک  Gاگر . 8. 2. 1نتیجه p  گروه متناهی باشد وH G
≠
.آنگاه  > ( )H N H<  

Hگروه است و  - pیک Gچون . برهان G
≠
. پس  > ( : )p G H داریم  7. 2. 2حال از قضیه( ( ) : )p N H H 

  .شودو حکم ثابت می

  
  قضایاي سیلو  3. 1
از مهم ترین . ها در بردارندپردازیم که نتایج مهمی را در نظریه گروهدر این بخش به اثبات قضایاي سیلو می   

  .باشدها میساده نبودن گروهو استفاده از آنها در  m=pnاین نتایج، درستی عکس قضیه لاگرانژ براي 
  

mpGفرض کنید ). قضیه اول سیلو. (1. 3. 1قضیه n=  1,1که در آن),( ≥= nmP در این صورت:  
niبه ازاي هر  -1 iاست که  Hiداراي زیرگروهی مانند  Gگروه  0≥≥

iH p=   
10به ازاي هر  -2 −≤≤ ni  هر گروهGi  باip  عضو در یک زیر گروهG 1باip +   .عضو نرمال است  

 i<nفرض کنیم به ازاي هـر  . حکم برقرار است i=0یا  1اگر . کنیمحکم را ثابت می nبه استقرا روي . 1برهان 
iH,فرض کنیـد  . کنیمثابت می i+1عضو دارد حکم را براي  ipزیر گروهی با  Gگروه  p H G= در ایـن   >

):(صورت  HGP  7.2. 1و بنا به قضیه ( ( ) : )p N H H  در نتیجه
H
HN Kداراي زیر گروهـی ماننـد    )(

H 
Kاست که  pH ,1بنابراین  = ( )iK p K N H G+= ≤   .کندابت میاین مطلب حکم را ث ≥

),()(با توجه به اینکه  -2 HNHHNK   .حکم ثابت می شود >KHپس  ≥>
-زنجیري صعودي از  Gبا شرایط قضیه اول سیلو براي گروه  p هاي زیر گروهG تـوانیم بـه   به صورت زیر می

1 .دست آوریم .... nP P Po < < . که> i
iP p=  

  
-را یـک   Hیک گروه باشد در این صورت زیر گروه  Gفرض کنید  .2. 3. 1تعریف p     زیـر گـروه سـیلويG 

  :نامیم هرگاه
1- H  یک- p زیر گروه باشد.  
-هر  Kاگر   -2 p  دیگري باشد که زیر گروهGKH  K=Hآنگاه  ≥≥

-به عبارت دیگر  p  زیر گروه ماکزیمالG )را یک ) نسبت به شمول- p  زیر گروه سیلويG نامیم.  
   .3. 3. 1مثال

i  - { }3 4,(1,2), (1,3), (2,3), (1, 2,3), (1,3,2)S = 323را در نظر بگیرید پس   ×=S  گروهS3  داراي یک  
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}زیــــر گــــروه ســــیلوي    -3 }, (1,2,3), (1,3,2)H ε=   زیــــر گــــروه ســــیلوي    -2و ســــه تــــا
{ } { } { }3 2 14, (2,3) , 4, (1,3) , 4, (1, 2)H H H= =   .است =

ii -  93اگر ZZG   : دهیمآنگاه قرار می =⊕
{ } { }1 3 2 3 3 3 3 9, , , .H H Z H Z Z H Z Z G= = ⊕ = ⊕ = ⊕ =o o o  

321ت به صور  Gهاي زیر گروه -3پس یک زنجیر از  HHHH <<<o زیر گروه سـیلوي   -3 .باشدمیG   کـدام
  است؟

iii -  اگرnPG GPPPPداراي زنجیري ماننـد   Gزیرا . ساده نیست Gآنگاه  n≤2که  = nn =− <<<o 11 کـه   ...
i

iP p=  1پسnP G− G و >   .ساده نیست 
  
nGیک گروه باشد که  Gتوان نشان داد که اگر با استفاده از قضیه لاگرانژ و قضیه اول سیلو می    p m=  که(

( , ) 1p m GHدر این صورت  = -یک  ≥ p سیلوي  زیر گروهG  است اگر و فقط اگر. nH p=  
توان نشان داد که عددي اول باشد آنگاه با استفاده از لم زورن می pیک گروه نامتناهی و  Gاگر  .نکته 4. 3. 1

- p  زیر گروه سیلوG  کن است زیر گروه بدیهی البته در مواقعی مم. موجود است{ }e باشد.  
   

nGفرض کنید  .)قضیه دوم سیلو(  5. 3. 1قضیه p m=  که( , ) 1p m   :در این صورت=
-هر دو  -1 p   زیر گروه سیلويG  مزدوجند .  
2- - p  زیر گروه سیلويG  نرمال است اگر و فقط اگرG  فقط یک– p یعنی . (زیر گروه سیلو داشته باشد

  .)منحصر به فرد باشد
–دو  2Pو 1P فرض کنید. برهان p   زیر گروه سـیلويG  دهـیم قـرار مـی  . باشـند{ }1.R P x x G= بنـابراین    ∋

1. ( : )R G P m=   :کندبا تابع زیر عمل می Rروي  P2حال  =

( )
2

1 1

:
 ,

R P R
Px g P xg

σ × →

→
  

):(چون  1PGR   :داریم 3. 2. 2لم  ، با استفاده از=

21( : ) ( )PG P R mod p≡  
pاز طرفی  ∤ 1( : )G P m=  بنابراینp ∤

2PR یعنی
2

. PR φ≠    فـرض کنیـد
21 PP x R∈o     بنـابراین بـه ازاي هـر

2Ph∈داریم:  

1
1

221
1

11 , PxPxPhPhxxxPhxP ⊆⇒∈∀∈⇒= −−
oooooo  
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12چون 
1

2 PPxPx ==−
oo  12پس

1

PP x =
−
o  یعنیP2 , P1 مزدوجند .  

Hفرض کنید . 2برهان  G<  یک- p  زیر گروه سیلويG  باشد وK  یک- p  زیر گروه سیلوي دیگرG  بنا به
  :داریم Hقسمت اول و نرمال بودن، 

. . .gg G s t K H H∃ ∈ = =  
ــه عکــس    )ب ــد . ⇒( ــرض کنی ــا  Hف -تنه p   ــیلوي ــروه س ــر گ ــر . باشــد Gزی ــه ازاي ه Ggب ــم  ∋ داری

g nH H p= –نیز یک  gHیعنی  = p  گروه سیلوي زیرG بنابراین داریم. است:  
; .gg G H H H G∀ ∈ = ⇒ <  

نرمـال   2چون هـر زیـر گـروه بـا انـدیس      (زیر گروه سیلو دارد  -3فقط یک  S3دیدیم که  (i) 3. 3. 1در مثال 
 .باشدسه تا می S3هاي سیلوي زیر گروه -2ولی تعداد ) است

  
  .هاي متناهی داردبعد نقش کلیدي در ساده نبودن گروه. قضیه     

nGفرض کنید  .)قضیه سوم سیلو( 6. 3. 1قضیه  p m=  که( , ) 1p m –تعداد l و = p هاي سـیلوي  زیر گروه
G در این صورت .باشد:  

1- l G  
2- 1( )l mod p≡  به عبارت دیگرl =1+kp 

را به صورت زیـر تعریـف    Xروي  Gحال عمل G {=Xهاي سیلوي زیرگروه −p{دهیم قرار می. 1برهان 
  :کنیممی

gPgP
XGX

→
→×

),(
  

1 :بنا به قضیه دوم سیلو داریم 2 1 2, , . . gP P X g G s t P P∀ ∈ ∃ ∈ حال بنا . متعدي است Xروي  Gیعنی عمل =
l :به نتیجه X G=  

-یک  Pفرض کنید  .2براي اثبات p  زیر گروه سیلوي ثابتG عمل . باشدمیP  رويX   با تابع زیر را در نظـر
  .گیریممی

gPgP
XPX

11 ),( →
→×  

-یک  Pچون  p داریـم . گروه است(mod )PL X X p= ≡ } کـه     }PgPPXPX g
P ∈∀=∈= واضـح  111,

PXPاست که  ;بنـابراین  ∋PXQحال فرض کنید  ∋ ( )gg P Q Q P N Q∀ ∈ = ⇒ ⊆ Qپـس    , P   دو زیـر
-گروه  p سیلوي( )N Q  هستند و بنا به تمرینP Q=  1در نتیجه=PX شودو حکم ثابت می.  
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  .ساده نیست 21نشان دهید که هر گروه از مرتبه . 7. 3. 1مثال

7321ک گروه باشد که ی Gفرض کنید . راه حل ×==G  7بنابراین 71 7 21 1 7 3l k l k= + ⇒ = در نتیجـه   +
 Gپـس  . زیر گروه سیلو دارد که بنا به قضیه دوم سیلو نرمـال اسـت   -7فقط یک  Gیعنی  L7=1 , k=0فقط 

  .ساده نیست
  نرمال است؟ Gزیر گروه سیلوي  -3توانیم نشان دهیم که آیا به روش بالا می

  . ساده نیست 56نشان دهید که هر گروه از مرتبه . 8. 3. 1ثالم
  :داریم. راه حل

12712756یا  .8 7
3

7
3 =⇒+=⇒×== LkLG  

7اگر  1l 7فرض کنید . ستنیساده  Gپس  = 1l . باشـد مـی  7زیر گـروه سـیلو از مرتبـه     8داراي  Gبنابراین  ≠
  :داریم. سیلوي متمایز باشد -7هاي زیر گروه H8 , … , H2 , H1فرض کنید 

17یا  .7 21121121 =⇒=⇒≤ HHHHHHHH III  
721اگر  =HH I  121آنگاه HHH =I  21یعنی HH 21پس  ⊇ HH ,21که متناقض با متمایز بودن  = HH 
}یعنی . است }eHH =21 I  در نتیجـه  . هستند 7عضو متمایز از مرتبه  12زیر گروه سیلو داراي  -7پس هر دو

عضـو از مرتبـه    56 – 48=  8حـداکثر   Gدر نتیجـه  . متمایز دارد 7عضو از مرتبه  8×  48=6داراي  Gدر کل 
زیـر گـروه    -2بنـابراین  . ریمدا 8از مرتبه  زیرگروهفقط یک  2هاي عضو از مرتبه توان 8دارد که با  2هاي توان

  . منحصر به فرد پس نرمال است Gسیلوي 
  

  .ساده نیست 30هر گروه از مرتبه  .9.3.1مثال
532  فرض کنید. راه حل ××=G  5یا 6 پس 5. 1 5 6 1l k l= + ⇒ =  

5اگر  1l   :داریم همچنین 5عضو از مرتبه  24پس   l5=6فرض کنید . زیر گروه سیلو نرمال است -5پس  =
3یا  .10 31 3 10 1l k l= + ⇒ =  

 3عضـو از مرتبـه    10×  2=  20داراي  Gدر غیر این صورت . زیر گروه سیلو نرمال است -3آنگاه  L3=1اگر 
3پـس  . عضو دارد که تنـاقض اسـت   24+  20=  44لااقل  Gبنابراین . باشدمی 1l 5یـا   = 1l سـاده   Gیعنـی   =

  .نیست
  ) 7تمرین   . (در تمرینات حالت کلی تري از مثال بالا بیان شده است
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PqGفرض کنید . 10. 3. 1قضیه pکه =   :در این صورت P<qاعداد اولند و q و 
1- G  نیستساده .  
∤اگر  -2 1q − p آنگاهG دوري است.   
1ql  داریم. 1برهان  kq p= 1ql پس+ =   .زیر گروه سیلو نرمال است q-و   

1Pl براي اثبات قسمت دوم kp q= + pl پـس   q=  یـا  . 1pl = 1plاگـر     kp q= + |پـس   = 1p q − p   کـه
1plتناقض است بنابراین  –یعنی  = p فرض کنیـد  . زیر گروه سیلو نیز نرمال استK,H ـ  -ه ترتیـب  ب p   زیـر

H بنــابراین. باشــند Gزیــر گــروه ســیلوي    q-گــروه و  K
HK pq

H K
= =

I
چــون  G=HKیعنــی 

{ }, ,H K e H K G=I pپس داریم > q pqG H K Z Z Z× ×; ;   .و حکم برقرار است;
15Gدوري است و  Gآنگاه  G=15شود که اگر از قضیه بالا نتیجه می Z;   85و همچنین تنها گروه از مرتبـه 

  .باشدمی Z85همان 
  

  .دوري است 255هر گروه از مرتبه . 11. 3. 1مثال
1753255فرض کنید . راه حل ××==G داریم:  

17 171 17 15 1.L k L= + ⇒ =  
  :داریمهمچنین . زیر گروه سیلو نرمال است -17پس 

15151یا  .51 55 =⇒+= LkL  
5اگر  1l 5فرض کنید . زیر گروه سیلو نیز نرمال است -5آنگاه  = 51l عضـو از   51× 4=  204داراي  Gپس  =

  :کنیم، داریمرا محاسبه می Gزیر گروه سیلوهاي  -3حال تعداد . است 5مرتبه 
3یا  85 31 3 85 1l k l= + ⇒ =  

3 اگر 1l  3عضـو از مرتبـه     85×2=  170داراي  Gزیر گروه سیلو نرمال است، در غیر این صورت  -3آنگاه  =
170204  بنابراین. است +>Gزیر گـروه سـیلو حـداقل     -3زیر گروه سیلو یا  -5در نتیجه . که تناقض است

پـس  . زیـر گـروه سـیلو باشـند     -3زیـر گـروه سـیلو و     -17بـه ترتیـب    K,Hض کنیـد  فـر . یکی نرمال است
15/,17351/ =×== HGKG  در نتیجه . بلی هستندآکهHGKG ≤≤ }یعنی  ',' }eKHG =≤ I'  پس 

 G1753چون . بلی استآ ××=G  2551753پس ~~ ZZZZG   .و حکم برقرار است ××
  
  .ساده نیست 36هر گروه از مرتبه . 12. 3. 1لمثا

 :داریم  راه حل
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143132یا 4 33
22 =⇒+=⇒×= LkLG  

. باشـند  Gزیـر گـروه سـیلوي متمـایز      -3دو  K,Hو   L3=4فرض کنید . آنگاه حکم برقرار است L3=1اگر 

3699 داریم
≤

×
==

KHKH
KH

HK
II

  

9Hچون  K= HKHو  = I  پس| | 3H K =I  بنابراین,H K H KI )یعنـی   > )KHNKH I≤, 
ــه  )در نتیجـ )KHNKH I≤, ــابراین )بنـ ). 27N H K HK≥ =I ــون   )چـ ) GKHN ≤I  ــس پـ

( ) GKHN ≤I   یعنی( ).N H K G=I ن بنابرایH K GI   .ساده نیست Gیعنی >
  
  گروه ) کلاس(معادله رده  4. 1

  :بنابراین داریم. عمل کند Xروي  Gیک مجموعه متناهی و  Xفرض کنید 

∑
=

+=
n

i
iG xXX

1

  

gxgxو  X=Gدهیم قرار می
XGX

→
→×

),(
  پس  

{ }

{ }

;

; ( ).

g
GX x X G g G x x

x G g G xg gx Z G

= ∈ = ∀ ∈ =

= ∈ ∀ ∈ = =

  

):(همچنین بنا به 
ixi GGx   :که =

{ } { } )( iiii
g
ix xCgxgxGgxxGgG

i
==∈==∈=  

  .نامیم Gاي گروه که آن را معادله رده   در نتیجه

-یک  Gاگر . 1. 4. 1قضیه p  گروه متناهی باشد آنگاه{ }eGZ ≠)(  

  داریم. برهان
1

. ( )
( )

n

i i

G
G Z G

C x=

= +   :طرفی داریماز ∑

( ) ; ( ).G C x g G xg gx x Z G= ⇒ ∀ ∈ = ⇔ ∈  
|بنابراین  | 1

| ( ) |i

G
C x

|پس  ≠ |
| ( ) |i

Gp
C x

pچون   G  در نتیجه( )p Z G   یعنـی( )Z G p≥    و حکـم برقـرار

  .است
2Gاگر . 2. 4. 1نتیجه p=  آنگاهG بلی استآ.  

∑
=

+=
n

i ixC
G

GZG
1 )(

)(
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}چون . برهان }eGZ PGZیا  2pپس )(≠ )(2اگر  )(= PGZ حال . بلی استآ Gیعنی  G=Z(G)پس  =
)فرض کنید  )Z G p=  پس( )

G pZ G GZ)(یعنی  =
G آیددوري است و حکم به دست می.  

 
2pیکریخت با   2pهر گروه از مرتبه  .3. 4.  1مثال

Z یاp pZ Z⊕است.  
  .بلی است پس حکم برقرار استآ  2pچون هر گروه از مرتبه . برهان

  
  .هاقضایاي بیشتر براي ساده نبودن گروه 5. 1

g.عمل کند و  Xروي  Gفرض کنید  G∈ ابع در اینصورت ت
xgx
XXg

→
→

     
:φ یک جایگشت رويX و است  

 
g

x

g
SG
φ

φ
→
→

     
 .یک همریختی:

Hبه خصوص اگر  G≤،( : )G H n= و{ }R Hx x G= مـل  ع ، ∋
HxggHx
RGR

→
→×

),(
: داریـم . متعـدي اسـت   

Hxgx
RRg

→
→

H         
:φ کهng S∈φ  حالφKer کنیمرا محاسبه می.  

{ } { }
{ } { }1

( ) ,

, ,

.

g g

x

x G

Ker g G g G Hx Hx Hx R

g G Hxg Hx Hx R g G g x Hx x G

H

φ φ ε φ
−

∈

= ∈ = = ∈ = ∀ ∈

= ∈ = ∀ ∈ = ∈ ∈ ∈

= I

  

Iدهیم قرار می
Gx

xHHCor
∈

را بیـان   Cor(H)در تمرینات بعضی از خواص مهم . نامیم Hکه آن را مغز   )(=
  .کنیممی

GHیک گروه ساده و  Gفرض . 1 . 5. 1نتیجه   nG!آنگاه  n=(G:H)که  ≥
. رهان بنا بـه اطلاعـات بـالا و قضـیه اول یکریختـی داریـم      ب Im ( )

( ) n
G g S

Cor H
φ )چـون  ;≥ )Cor H G< 

}ساده است بنابراین  Gو ) تمرین( }eHCor Imیعنی  )(= nG g Sφ .پس  ;≥ !G n   
  
)باشـد کـه    Hداراي زیر گروهـی ماننـد    Gاگر «کند که می به عبارت دیگر نتیجه بالا بیان   : )G H n= و  

| | | !G n/  آنگاهG ساده نیست.«  
  
  . ساده نیست 80نشان دهید که هر گروه از مرتبه . 2. 5. 1مثال
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524داریم . راه حل ×=G  فرض کنیدH  زیر گـروه سـیلوي    -2یکG    16,5باشـد پـس):( == HHG 
80چون  | 5!G =   .ساده نیست Gپس  /

  
GHnHGساده باشد و  Gاگر گروه  .3. 5. 1نتیجه ≤= آنگاه  ):(,

2
!nG  

nSgGبنا به برهان نتیجه قبل  .برهان ≤φIm~عضو  حال اگر هر)(Im φg    زوج باشـد پـسnAgG ≤φIm~ 
Im)(در غیر این صورت  φg داراي عضو از مرتبه فرد است پسG بنا به تمرین     . (ساده نیست(  

  
  . ساده نیست 112نشان دهید که هر گروه از مرتبه . 4. 5. 1مثال

724داریم . راه حل ×=G  2)(فرض کنید GslyH 112!7چون  G=42پس  ∋ |
2

/ ،G ساده نیست.  

pکوچک ترین عدد اولی باشد که  pیک گروه متناهی و Gفرض کنید . 5.5. 1قضیه G   در این صورت اگـر
( : ) ,G H p H G= H.آنگاه  ≥ G<  

Imداریم   با استفاده از نتیجه . برهان
( ) p

G g S
Cor H

φ ≤;  
  داریم   H=Cor(H)خواهیم نشان دهیم که می

( : ( )) ( : ) ( : ( )) | |
( )

HG Cor H G p H Cor H p
Cor H

= × = ×  

|همچنین  | !
( )

G p
Cor H

|1 بنابراین   | | |
( ) ( )

H G
Cor H p Cor H

|یعنی × | ( 1)!
( )

H p
Cor H

عدد  q فرض کنید −

|اولی باشد که  |
( )

Hq
Cor H

)پس   1)!q p | از طرفی − | | |
( )

H G
Cor H

  .که تناقض است 

  
Hیک گروه متناهی و  Gفرض کنید . 6.5.1 نتیجه G≤  که( : )G H n=  آنگاهG  داراي زیر گروهی مانند

H  است که| | !H n
N

  

Imبنا به قضیه داریم که . برهان ( )
( ) n

G g S
Cor H

φ ≤;  ،( )Cor H G< و( )Cor H H≤ .ابراین بن  

( ) ( )
H G

Cor H Cor H
|.و   ≥ | | | | |

( ) ( )
H G G

Cor H Cor H
  .وحکم برقرار است 

.یک گروه متناهی  Gفرض کنید . تذکر { | }X U U Gφ= ≠ در این صورت  ⊇
( , )
X G X

gU g U→

× →   
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eداریم  UU )و   = )hg ghU U= . حال به ازاي هرU  ازX  پایدار سازU بصورت زیر است. 

( ) { | }.gst U g G U U= ∈ = 
)بنابراین   ) ( )Gst U N U= . اکنون( ) { | }g

GOrb U U g G=    Uهاي  وعه مزدوجبنابراین هرگاه مجم. ∋
)آنگاه   Gدر : ( )) | ( ) |G GG N U Orb U=  .بخصوص قضیه زیر را داریم:  

Hیک گروه متناهی و  Gفرض کنید . 7.5.1نتیجه  G≤  ایز هاي متم در اینصورت تعداد مزدوجH  درG 
)برابر است با  : ( ))GG N H .هاي متمایز بخصوص  تعداد مزدوجH درG، ( : )G H کند را عاد می.  

  
  .کنیمرا طبقه بندي می 8ی از مرتبه هاي غیر آبلدر ادامه گروه

  :دهیمقرار می
2 2

2

4 2 2 1 1
8

, , ( )

, 1, , .

n
nD x y x y e xy e

Q x y x x y y xy x− −

=< = = = >

=< = = = >

  

  .Q8یا  D8یکریخت است با  8بلی از مرتبه آهر گروه غیر . 6. 5. 1قضیه
 8عضـوي از مرتبـه    Gباشـد و   2تواند از مرتبـه  نمی Gچون هر عضو غیر بدیهی  G=8فرض کنید . برهان
):(4,2پس  <H=<aدهیم قرار می .a=4است که  aداراي عضوي مانند  Gس ندارد پ == HHG یعنی  

 H G<.  و داریم{ } { }32 ,,,,, aaaeHHbHHbH
G   :بنابراین Hb=2که  >==<=

{ }2 2 2 3( ) , , , .Hb H b H e a a a= ⇒ ∈ =  
  :بنابراین داریم .که تناقض است a=4آنگاه  b2=aیا  a3اگر 

)1(              b2=e  یاb2=a2  
Hهمچنین  G<  پس{ }321 ,,, aaaeHabb   :هاي زیر را داریمحالت −∋=

  .که تناقض است a=eآنگاه  b-1ab=eاگر  -1
2- b-1ab=a  آنگاهab=ba  پسG  باشداست که تناقض می بلیآ .  

 )تمرین. (توان دریافت که حکم برقرار استهاي دیگر میبا بررسی حالت

  
  هاي جایگشتی گروه 6. 1

,),...,(فرض کنید . یادآوري 1 kn iiS =∈ απ در این صورت:  
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( ) ( ) ( )( )1
1 2, ,..., ki i iππ απ α π π π− = =  

  .مزدوجند Anآنگاه هر دور سه بعدي در  n≤5اگر . 1. 6. 1لم
گیـریم بـه قسـمی کـه     را در نظر مـی  nS∈π. دو دور سه بعدي باشند (i1,i2,i3),(j1,j2,j3)نید فرض ک. برهان

112233 )(,)(,)( jijiji === πππ داریم:  
( ) ( )321321321 ,,))(),(),((,, jjjiiiiii == ππππ  

 i1,i2,i3عناصري باشند کـه مخـالف    a,bدر غیر این صورت فرض کنید . آنگاه حکم برقرار است nA∈πاگر 
)دهیم قرار می. هستند , )a bσ π' و = πσ= بنابراین داریم:  

( ) ( )'
1 2 3 1 3 1 2 3, , ( ( ( )),..., ( ( ))) , ,i i i i i j j jπ π σ π σ= =  

  .شودو حکم ثابت می

  . شودتوسط دورهاي سه بعدي تولید می  Anگروه  n≤3به ازاي هر  .2.6. 1قضیه
nkفرض کنید . برهان A∈= 221 ...σσσσ  کهiσ هستند ها ترانهش.  
  :هاي زیر را داریمحالت
1),)(,(اگر  -1 cbbaii =+σσ  1),,(آنگاه cbaii =+σσ  
1),)(,(اگر  -2 dcbaii =+σσ  
  .توان به حاصل ضرب دورهاي سه بعدي نوشترا می σپس 

,5اگر  .3. 6. 1نتیجه ≥nSH n<  که شامل یک دور سه بعدي باشد آنگاه. nH A=  

یک دور سـه بعـدي    H∈δفرض کنید . متعلق استHکافی است نشان دهیم که هر دور سه بعدي به . برهان
.بنابراین داریمAn سه بعدي دلخواه در یک دور σباشد و  .s t αα σ δ∃ =  

H,چون  H Gδ ∈ توسط دورهاي سـه   Anبعدي است چون  -3شامل همه دورهاي Hیعنی   H∈δپس  >
nHپس ...... ) تمرین. (تاس Snشود و تنها زیر گروه نرمال غیر بدیهی بعدي تولید می A=  

  .)مراجعه نمود[    ] براي اثباتی از این به (ساده است  n≤5به ازاي  Anتوان نشان داد که می
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  هاي خطی گروه 7. 1

نویسـیم کـه   می  n×n A=(aij)را به صورت  n×nهر ماتریس . عددي طبیعی باشد nیک میدان و  Fفرض کنید 
Faij ــاتریس  ∋ ــه م ــه هم ــذیر  مجموع ــوس پ ــاي معک ــا  n×nه ــی  GL(n,F)را ب ــان م ــیمنش ــی . ده یعن

{ }. ( , ) det 0n n n nGL n F A A× ×= }همچنین  ≠ }( , ) ( , ) det 1SL n F A GL n F A= ∈ در . گیـریم را در نظر می =
)این صورت واضح است که  , )SL n F  یک گروه است و. ( , ) ( , )SL n F GL n F<  

  
),(هاي گروه. 1. 7. 1تعریف FnGL  و),( FnSL از درجه (هاي خطی عام را به ترتیب گروهn  برF (و گروه-

  . نامیم) Fبر  nاز درجه (هاي خطی خاص 
  
را بـا   Fوعه همه تبدیلات خطی معکـوس پـذیر   مجم. دباش Fیک فضاي برداري روي میدان V فرض کنید   

GL( F) دهیم در این صورت نشان میGL( F)  با عمل ترکیب یک گروه است و داریمGL(F) GL(n,F) ≅ 
  .باشدمی Vبا ماتریس نمایش آن بر یک پایه در واقع هر تبدیل خطی معکوس پذیر متناظر 

  
*در این صورت  .یک عدد طبیعی مفروض باشد nیک میدان و  Fفرض کنید . 2. 7. 1لم

 F)SL(n,
 F)GL(n, F≅   کـه

*F،  گروه ضربی میدانF است .  

ــان ــابع . بره ت
AA

FFnGL
det

),(: *

→
→φ ــی ــه  را در نظــر م ــریم واضــح اســت ک ــی پوشــا اســت و   φگی همریخت

),( FnSLKer =φ آیدپس حکم از قضیه اول یکریختی به دست می.  
qFیک میدان متناهی باشد و  Fفرض کنید  .قرارداد به صورت توان مثبتی از یک  qدانیم کهمی 2از جبر ( =

GL(n,F)هايدر این صورت گروه) عدد اول است ,SL(n,F) SL(n,q)را به ترتیب با  ,  ,GL(n,F) نشان می-

1باشد و می Z3روي میدان  2×2هاي معکوس پذیر ماتریس GL(2,3)به عنوان مثال . دهیم 1
. (2,3)

1 2
SL 

∈ 
   

  
qFیک عدد طبیعی مفروض و  nفرض کنید . 3. 7. 1قضیه   در این صورت  =
i     - 1. ( , ) ( 1)( )...( )n n n nGL n q q q q q q −= − − −  

ii - ( , )
. ( , )

1
GL n q

SL n q
q

=
− 
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 ماتریس. برهان


















=

nv

v
v

A
M
2

1

1گیریم که به ازاي را در نظر می  2( , ,..., ),1j j j jnv v v v j n= ≤   Aدانیم که می ≥

nqمساوي v1هاي تعداد انتخاب. مستقل خطی باشند vn, … , v2,v1اگر و فقط اگر . معکوس پذیر است   

}است و اگر  }1v هـاي  د آنگاه تعداد انتخابمستقل خطی باشv1   1مسـاويnq را  v2حـال بایـد    .اسـت −
}طوري انتخاب کنیم که  }21 v,v  12مستقل خطی باشد پس vv c≠  به ازاي هرFc هـاي  پس تعداد انتخاب ∋

v2  به طوري که{ }21 v,v ستقل خطی باشند برابر است با مnq q−  هـاي  و با ادامه فرایند تعداد انتخـابvn   بـه
}طوري که  }nv,...,v,v 1nمستقل خطی باشد برابر است با  21 nq q هـاي   Aحال بنا به اصـل ضـرب تعـداد     −−

).1   معکوس پذیر برابر است با 1)( )....( )n n n nq q q q q −− − −  
  .کنیماستفاده می 2. 5. 1از قسمت اول و لم  (ii)براي اثبات قسمت  

}توان نشان داد که می :نکته }*)),(( FaaIFnSLZ nn ∈= دهیم قرار می ×
)),((

),(),(
FnSLZ

FnSLFnPSL که آن  =

. نامیم و داریم Fروي  nرا گروه خطی خاص تصویري از درجه  | ( , ) |( , )
( , 1)
SL n FPSL n F
n q

=
−

  
.  

  .ملاحظه نمود[    ] توان در یه زیر را میاثبات قض

)آنگاه  F<3و  n=2یا  n>2اگر . 4. 7. 1قضیه , )PSL n F ساده است.  

   . 5. 7. 1هامثال

)2,2(6داریم  -1 =SL  1و 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1
. (2, 2) , , , , ,

0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1
SL

            
=             

            
  

.3توان نشان داد که می  (2, 2) (2,2)PSL SL S; ;  

)3,2(24دانیم می -2 =SL 0دهیم قرار می 1
2 1

a  
=  

 
22شود که محاسبه معلوم می اب 

3
×−= Ia  پـس a 

  .باشدمی 6عضوي از مرتبه 
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  تمرینات
  

Ggکند به ازاي هر عمل می Xروي  Gفرض کنید  -1  تابع  ∋
xgx

XXg

→
→:φگیریم نشانرا در نظر می 

  دهید که  
  . یک جایگشت است φ )الف

تابع  ) ب
g

x

g
SG

φ
φ

→
  . یک همریختی است  :→

  .را مشخص کنید φKer )ج
}خصوص اگر  به) د } GHGxHxR ≤∈=   .را محاسبه کنید φKerآنگاه  ,

nGعددي اول  Pاگر  -2 p m= که ( , ) 1p m = -یـک   Hنشان دهید کـه    p     زیـر گـروه سـیلويG  اسـت 
nH p= ⇔  

p –و گروه  pلنشان دهید که به ازاي هر عدد او -3 , G  زیر گروه سیلويG وجود دارد.  
–تنها  Pنشان دهید که  -4 p  زیر گروه سیلويN(P) است.  
  .ساده نیست 88نشان دهید که هر گروه از مرتبه  -5
mPGاگر  -6 n=  کهp m≥ و ( , ) 1p m =   .ساده نیست Gآنگاه  
Gاگر  -7 pqr=  کهr,q,p  سه عدد اول متمایزند آنگاهG ساده نیست.  
,)(اگر  -8 KHNKH I⊆  آنگاه)( KHNHK I⊆   
GHیک گروه باشد و  Gفرض کنید  -9   : در این صورت ≥

) ) الف )Cor H G< و( )Cor H  بزرگ ترین زیر گروه نرمالG  مشمولH است.  
. ) ب ( )Cor H H H G= ⇔ < 

GHیک گروه باشد و  Gفرض کنید  -10    نامیم هرگاه Gي  مشخصه گروه زیررا H در این صورت ≥

( ); ( )f Aut G f H H∀ ∈ ⊆  
  :نشان دهید

}) الف     },e G ي گروه مشخصه زیر G هستند.  
  .زیرگروه نرمال است ولی عکس آن لزوما برقرار نیست G گروه مشخصه زیرهر ) ب     
  .است Gمشخصه، زیرگروه Gسیلوي نرمال گروه  زیر−pهر  ) ج     
nSHفرض کنید  -11   .زوج و نیم دیگر فردند Gزوجند یا نیمی از عناصر  Gدر این صورت تمام عناصر  ≥
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}نشان دهید که  6. 5. 1قضیهبا شرایط  -12 }2 3 3. , , , , , ,...,G H Hb e a a a b ab a b= =U  
  .است Snتنها زیر گروه نرمال غیر بدیهی  Anنشان دهید که  -13
.3نشان دهید که  -14 (2, 2) (2,2)PSL SL S; ;  
SL(2,3)4نشان دهید که  -15 S; 4ولی. (2,3)PSL A/;  
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  ر و پوچتوانپذی فصل دوم گروههاي حل
 

  معرفی سري گروهها  1.2
01یک گروه باشد و Gفرض کنید . 1.1.2تعریف  ,..., GGGk هاي  زیر گروهG که  باشند به قسمی  

                                    )1                           (GGGGe k =<<<= ...}{ 10  
  صورت  در این
  گاه  نامیم هر G سري زیر نرمالرا یک ) 1(زنجیر ) الف      

11 ; i ii k G G−∀ ≤ ≤ <  
 :گاهی از اوقات سري زیر نرمال فوق را به صورت زیر نشان می دهیم

0 1{ } ... ke G G G G= =< < <  
  نامیم هر گاه  G سري نرمالرا یک ) 1(زنجیر ) ب     

0 ; ii k G G∀ ≤ ≤ <  
و هـر   طول سريرا  k،  یک جمله سريرا  iGهر گاه ): در تعریف هاي الف و ب) ج

1

i

i

G
G −

عامـل  را یـک   
  .می نامیم سري

آبلی باشد آنگـاه دو مفهـوم سـري     Gهمچنین اگر . نرمال استواضح است که هر سري نرمال یک سري زیر 
  .زیر نرمال و سري نرمال یکسان هستند

  2.1.2مثالها
{0}سري هاي ) 1      16 2< < <¢ ¢ {0}و     ¢ 5< <¢ ي آنها هستند و عامل ها ¢دو سري نرمال گروه  ¢

  :عبارتند از

2 8

5

2 16, , 16 ;
2 16 {0}

5, 5 .
5 {0}

Z Z

Z

¢ ¢ ¢; ; ; ¢
¢ ¢
¢ ¢; ; ¢
¢

  

}آنگاه  n≤3اگر ) 2      } n nA Sε <   .استnSیک سري نرمال  >
,3)(1,2)هاي  و زیر گروه 4Sگروه ) 3     4), (2,3)(1,4) , (1,2)(3,4)V U=  .گیریم از آن را در نظر می =

  .هستند4Sدر این صورت هر یک از سري هاي زیر یک سري نرمال 

4(1) { } V Sε < <  
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4(2) { } U V Sε < < <  
4 4(3) { } U V A Sε < < < <  

  .از این سریها فقط سري اولی نرمال است

  :دهید قرار. د، را در نظر بگیری8Dگروه تقارنهاي مربع،  )4
(1, 2,3, 4), (1, 2)(3, 4)α β= =  

  .است8Dهاي زیر یک سري زیر نرمال  در این صورت هر یک از سري
2

8{ } Dε α α< > < >< < <  
2

8{ } , .Dε β β α< > < >< < <  
  فرض کنید. 3.1.2تعریف 

....}{)2(

,...}{)1(

10

10

GHHHe

GGGGe

s

r

=<<<=

=<<<=
  

  در این صورت. باشند Gدو سري زیر نرمال 
  .باشد) 2(، یک جمله از سري )1(نامیم هرگاه هر جمله سري ) 1( تظریف سريرا یک ) 2(سري ) الف
rsگوئیم هر گاه ) یا هم ارز( معادلرا ) 2(و ) 1(دوسري )ب و تناظر یکبیکی بین مجموعه عاملهاي سـري   =
) 2(یـا عامـل متنـاظرش در    ) 1(شته باشد به قسمی کـه هـر عامـل    وجود دا) 2(و مجموعه عاملهاي سري ) 1(

  .یکریخت باشد
  

) 2(همچنـین سـري   . اسـت ) 2(و ) 1(تظریف سـریهاي  ) 3(در مثال قبل قسمت سوم؛ سري ) الف 4.1.2مثال 
  .می باشد) 1(تظریف سري 

60دو سري ) ب      2 Z< > < >< 60و  > 3 Z< > < ><   زیرا. ل هستندمعاد >
63| | 2, | | 3

0 3
Z< >

= =
< > < >

  
  و

62| | 3, | | 2
0 2

Z< >
= =

< > < >
  

6بنابراین    63 2. ,
0 2 3 0

Z Z< > < >
< > < > < > < >

; ;  
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{0}دو سري زیـر نرمـال    )  ج    8 4< < <¢ ¢ {0}و  ¢ 9< <¢ در ایـن  . در نظـر بگیریـد   ¢را از گـروه   ¢
  یهاي صورت سر

(1) {0} 72 8 4

(2) {0} 72 18 9

< < < <

< < < <

¢ ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢ ¢
  

  .به صورت زیر می باشند) 2(و ) 1(به ترتیب تظریفهاي دو سري داده شده می باشند و عاملهاي سري هاي 
  ):1(عاملهاي سري 

9 2 4
72 8 472 , , ,
{0} 72 8 4

Z Z Z¢ ¢ ¢ ¢; ¢ ; ; ;
¢ ¢ ¢

  
  ):2(عاملهاي سري 

4 2 9
72 18 972 , , ,
{0} 72 18 9

Z Z Z¢ ¢ ¢ ¢; ¢ ; ; ;
¢ ¢ ¢

  
  .معادلند) 2(و ) 1(واضح است که سري هاي 

  .ها است زیر تعمیمی از قضیه دوم یکریختی در گروهلم 

ABCاگر . یک گروه باشدGفرض کنید 5.1.2لم  Cباشـند بـه طـوري کـه      Gزیـر گـروه هـاي     ,, G<  و
B A<آنگاه  

( )
AC A
BC B A C

;
I

  
BCمعلوم است که . برهان AC< .اینک بنا بر قضیه دوم یکریختی داریم:  

( ) ( )
( )

AC AB C A BC A A
BC BC BC A BC B A C

; ; ; ;
I I

  

  .لم زیر به قضیه چهارم یکریختی گروه ها مشهور است

1اگـر  . یـک گـروه باشـد   Gفرض کنیـد  ) لم شور. (6.1.2لم  1, , ,K H K H   زیـر گروههـایی ازG    باشـند کـه
1H H< 1وK K< آنگاه  

1 1

1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

H H K K H K
H H K K H K

I I;
I I

  

HLkHAKHBHCقرار می دهیم . برهان ==== ,,, 11 II .موجب لم قبل به  
1

1 1 1 1

( )
( ) ( )( )

H H K H K
H H K H K H K

I I;
I I I
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  به طریق مشابه
1

1 1 1 1

( )
( ) ( )( )

K H K H K
K H K H K H K

I I;
I I I

 

.حال حکم از مقایسه دو رابطه فوق به دست می آید  

  .داراي تظریفهاي معادل هستند Gهر دو سري زیر نرمال گروه  ). قضیه تظریف شرایر.(7.1.2 قضیه
  :در نظر می گیریم Gدو سري زیر نرمال ذیل را براي . برهان

0 1

0 1

(1) { } ...
(2) { } ...

r

s

e G G G G
e H H H G

= =

= =

< < <
< < <

 

دانـیم   می. جملاتی درج کنیمiGو  iG−1ها می خواهیم بین jHعددي ثابت باشد با استفاده از  iفرض کنید   
  که

1 1 1( ) ( )i i j i i jG G H G G H− − −I < I  
  :بنابراین داریم

1 1 0 1 1 1 6( ) ( ) ... ( )i i i i i i i iG G G H G G H G G H G− − − −= =I < I < < I  
1)با تغییر )i r i≤     که طور مشابه بدلیل این به. است rsبدست می آوریم که طول آن ) 1(تظریفی از سري  ≥

1 1 0 1 1 1( ) ( ) ... ( ) .j j j j j j j r jH H H G H H G H H G H− − − −= =I < I < < I  
است و بنا به لم شور دو تظریف حاصـل   rsآوریم که طول آن  بدست می) 2(تظریفی از سري  jپس با تغییر

  .معادلند
  

  هولدر –سري ترکیبی و قضیه ژردان  2.2

  نرمال  صورت سري زیر دراین. یک گروه باشد Gفرض کنید  .1.2.2تعریف

0 1{ } ... re G G G G= =< < <  
1)میم هر گاه به ازاي هر نا  Gرا یک سري ترکیب )i r≤ ، عامل ≥

1−i

i

G
G  باشد) غیر بدیهی(یک گروه ساده.  

H(توان نشان داد که هرگروه متناهی داراي یک سري ترکیبی است  می   
G  ساده است اگرو فقط اگرH  زیر

  بنابراین سري ). باشد Gکزیمال گروه نرمال ما

0 1{0} ... rH H H G= =< < <  
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eG}{یک سري ترکیب براي  نشان دهیـد  . باشدiH زیر گروه نرمال ماکزیمال  iH−1است اگر و تنها اگر  ≠
هـاي ترکیـب را    هـاي قبـل سـري    در مثـال . فاقد سري ترکیبی است ¢ی ول). که چنین زیر گروهی وجود دارد

  .مشخص کنید
  
  .کنیم هولدر معروف است، را اثبات می –اکنون قضیه زیر که به قضیه ژردان   

 Gدو سـري ترکیبـی   صـورت هـر    در ایـن . داراي یک سري ترکیبـی باشـد   Gفرض کنید گروه . 2.2.2قضیه 
  .معادلند
}1اگر . برهان } ... re G G G=< < زیـرا  . باشد آن را نمی توان به طور اکید تظریف کرد Gیک سري ترکیبی >

,1بین  Hزیر گروه نرمال  iاگر به ازاي عدد  −ii GG  باشد آنگاه
1 1

i

i i

GH
G G− −

چون . >
1−i

i

G
G پـس  . ساده است

iGH =−1یا  = iGH .حال با این توضیح و استفاده از قضیه شرایر حکم ثابت می شود.  
  

  .هر دو سري ترکیب یک گروه متناهی معادلند. 3.2.2نتیجه
0فرض کنید  1{ } ... re G G G G= =< < را مـی تـوان از توسـیع    2Gدر این صورت . یک سري ترکیبی باشد >

1G  با
1

2

G
G 3سپس . ساختG  2را از توسیعG  با

2

3

G
G

 
 Gدست می آوریم با تکرار این فراینـد سـرانجام   به 

ولی بنا به قضیه، عاملهاي این .ممکن است داراي سریهاي ترکیبی متعددي باشد Gتوجه شود که. آید بدست می
  .سریها یکسانند

  
  .قضیه هولدر حداقل در دو مورد زیر کاربرد دارد 
  ه گروههاي ساده متناهیرده بندي هم)1
  یافتن توسیعهاي مکرر ممکن از گروه هاي ساده)2
  

زیـر   Gنامیم هـر گـاه    Hبا  Kرا یک توسیع Gگروه . دو گروه باشند ,HKفرض کنید . 4.2.2یادآوري

G,داشته باشد که  Nگروه نرمالی مانند  H N K
N

; ;.  
  .هستند 2Zبا  3Zاز ) غیریکریخت(توسیعهاي  3Sو  6Zبه عنوان مثال 
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0سریهاي . 5.2.2مثال 3< > < ¢ < 0و  ¢ 5< > < ¢ < کـه معـادل   ) هاي مساوي با طول( ¢دو سري نرمال ¢

 .نیستند

  

  پذیر هاي حل گروه 3.2

  یک گروه باشد Gفرض کنید . 1.3.2تعریف
0سري زیـر نرمـال   ) الف 1{ } ... re G G G G= =< < گـاه بـه ازاي هـر     نـامیم هـر   سـري حلپـذیر  را  Gاز  >

ri ، عاملهاي 1≥≥
1−i

i

G
G

 
  .آبلی باشد

  .نامیم هر گاه داراي یک سري حلپذیر باشد را حلپذیر Gگروه ) ب

  2.3.2مثال ها
}زیرا . ستحلپذیر ا Gهرگروه آبلی ) 1 }e G< یک سري حلپذیر است.  

3سري )2 3{ } A Sε < زیرا . است 3Sیک سري حلپذیر  >
3

3

A
S  3و

{ }
A
ε

  .حلپذیر است 3Sپس . آبلی هستند 

ــروه ) 3 ــت  4Sگــ ــذیر اســ ــرا . حلپــ 4زیــ 4{ } V A Sε < < ــه    > ــت کــ ــی اســ ــري آبلــ ــک ســ یــ
{ ,(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}V ε=  4و داریم| | 3A

V
4Aیعنی . =

V
  .آبلی است 

  )چرا؟. (حلپذیر است 8Dگروه ) 4

طول را  Gتري سري حلپذیر  در این صورت طول کوتاه. یک گروه حلپذیر باشد Gفرض کنید . 3.3.2تعریف
  .نامیم G) طول مشتق( حلپذیري

  
=⇔مساوي صفر است  Gطول مشتق گروه حلپذیر ) 1. 4.3.2توجه }{eG  
  .، آبلی است1هر گروه با طول مشتق ) 2       
Geگروه حلپذیر)3       |ساده است  }{≠ |G   .عددي اول باشد ⇔

  در این صورت . یک گروه حلپذیر باشد Gفرض کنید . 5.3.2قضیه
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GHاگر ) الف         .حلپذیر است Hآنگاه  ≥

Hاگر ) ب        G< آنگاه
H
G نیز حلپذیر است.  

0فرض کنید . برهان 1{ } ... re G G G G= =< <   :داریم) براي اثبات الف. باشد Gیک سري حلپذیر  >
)2          (0 1{ } ... .re H G H G H G H G H= = =I < I < < I I  

1iبه دلیل اینکه  iG G− 1iپس  > iH G H G−I < I .از طرفی 

1

1 1 1 1

( )
( )

i i i i i

i i i i i

H G H G H G G G
H G H G G G G

−

− − − −

= ≤
I I I;
I I I

  

چون 
1−i

i

G
G  ،آبلی است

1−i

i

GH
GH

I
I براي ) 2(در نتیجه سري . نیز آبلی استH سري حل پذیر است.  

iقرار می دهیم ) اثبات ببراي 
i

H GH
H

1iچون .= iG G− 1iداریم  > iHG HG− بنابراین سـري زیـر نرمـال    . >

Hزیر را براي 
G به دست می آوریم:  

0 1{ } ... rHG HG HG HG GH
H H H H H

= = =< < <  

riحال کافی است نشان دهیم که به ازاي هر    عاملهاي  1≥≥
1−i

i

H
H بـا اسـتفاده از قضـیه سـوم     . آبلی است

  :یکریختی ولم  داریم

1

1 11 1 1

1

( )( )

ii

i i i i

i i ii i i i

i

GHG
H HG G GH

HG G G HH HG G G H
H G

−

− −− − −

−

= ; ; ; II
  

بدلیل آبلی بودن 
1−i

i

G
G

 
 عامل 

1−i

i

H
Hنیز آبلی است و حکم ثابت می شود .  

Hیک گروه باشد و Gفرض کنید . 5.3.2قضیه G< . در این صورت اگرH ، H
G حلپذیر باشند آنگاهG 

  .حلپذیر است
Gو Hفرض کنید . برهان

H
  .اي حلپذیر زیر باشندداراي سریه 

0 1

0 1

{ } ...

{ } ...

r

t

e H H H H

G GG GH
H H H H

= =

= =

< < <

< < <
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  !).تحقیق کنید(است  Gاینک سري زیر یک سري حلپذیر براي 

0 1 0 1{ } ... ... .r te H H H H G G G G= = = =< < < < < <  

  .تصویر همریختی هر گروه حلپذیر، حلپذیر است) الف 6.3.2نتیجه
21گروه هاي حلپذیر باشند آنگاه  2Gو  1Gاگر ) ب        GGG   . حل پذیر است =×

SGfیک گروه حلپذیر و Gفرض کنید ) الف برهان Gf)(بایـد نشـان دهـیم کـه     . همریختی باشـد :→

  :اریمبااستفاده از قضیه اول یکریختی د. حلپذیر است
( )G f G

Kerf
;  

Kerfچون  G<به دست می آید 5.3.2، حکم از قسمت دوم قضیه.  

2داریم ) ب
1

G G
G

و  1Gپـس  .حل پذیرنـد  2Gو  1Gبه دلیل اینکه . ;
1G

G   اینـک حکـم از   . حلپـذیر هسـتند

  نتیجه می شود 5.3.2قضیه
  
  .پذیر نیستند حل nSو  nAآنگاه  n≤5اگر  .7.3.2مثال

5nچون به ازاي . حل پذیر باشد nAفرض کنید : راه حل nAگروه  ≤ }ساده اسـت پـس     } nAε تنهـا سـري   >
nnبـه دلیـل اینکـه    . آبلی است که تنـاقض مـی باشـد    nAمی باشد و در نتیجه  nAحل پذیر  SA ≤ ،nS   نیـز

  .نیستحلپذیر 
  
  :ثابت کردند که 1936در سال  [6] تامپسون -فیت  

 "پذیر است هر گروه متناهی از مرتبه فرد حل"
 
 

را به استقراء چنین تعریف  Gاز زیرگروههاي     ( )G دنباله. یک گروه باشد Gفرض کنیم  . 8.3.2تعریف
  :کنیم می

 
              ( )=G,    ( )=[G(   ) , G(   )]     (n≥ 1) 

   
  nاست و در نتیجه به ازاي هر  Gیک زیرگروه مشخص   Gبه آسانی و به استقراء ثابت می شود که هر 
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( )    (   )Gنامنفی،    صحیح  نشان    ،   ̋ ،  ́ را به ترتیب با  ( ) ، ( ) ، ( ) مطابق قرارداد، .≥
  .دهیم می
  سري . یک گروه باشد Gفرض کنیم  9.3.2یفتعر

1 2 3G G G G≥ ≥ ≥ ≥ L  
  .می نامند Gرا سري مشتق 

  
  

  هاي پوچتوان گروه  ٢.۴
  

  سري نرمال. یک گروه باشدGفرض کنید . 1.4.2تعریف
GGGGe r =≤≤≤= ...}{ 10  

riکه  iبه ازاي هر گوییم هر گاه  Gسري مرکزي  را یک   داشته باشیم  1≥≥

).(
11 −−

≤
ii

i

G
GZ

G
G  

را  Gطول کوتاه تـرین سـري مرکـز    . نامیم در صورتی که یک سري مرکزي داشته باشد پوچتوانرا  Gگروه 
  .دهیم نشان می GCl)(نامیم و با  G رده پوچتوانی

  
  :2.4.2مثال ها 

eG}{فرض کنید ) 1 زیـرا  (می باشـد   1پوچتوان از رده پوچتوانی  Gدر این صورت . یک گروه آبلی باشد≠
GGZeG =≤= eG}{وقتی ). استGیک سري مرکزي براي  0}{)( آنگاه طبق قرارداد رده پوچتوانی =
G مساوي صفر است.  
2بنابراین  و  α=)4,3,2,1(، قرار می دهیم 8Dدر گروه دو وجهی ) 2

8{ } Dε α< یـک   >
  .می باشد 2مساوي 8Dیعنی رده پوچتوانی .است 8Dسري مرکزي

)می دانیم که n≤3به ازاي ) 3 ) { }nZ S ε=اینک داریم ،  
1

0 1 0
0

{ }, ( ) ( ) { } { }
{ }

n
n

SGG Z S G G
G

ε ε ε
ε

= ≤ = = ⇒ = =  

}داریم  r∀≤2با ادامه فرآیند  }rG ε= .یعنی nS پوچتوان نیست.  

>=< 2
1 αG
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}اگر ) 1. 3.4.2تذکر  }G e≠  پوچتوان باشد آنگاه}{)( eGZ ≠.  
ولـی  . با توجه به اینکه هر سري مرکزي یک سري نرمال است، پس هر گروه پوچتوان، حلپذیر اسـت )2         

  .عکس آن برقرار نیست
ــد فــرض ) 3        A,کنی B A G≤ ــن صــورت . > )در ای )B GZ

A A
≤

 
AGBاگــر و فقــط اگــر  ــه . ],[≥ ک

[ , ] [ , ] | ,B G x y x B y G= ∈   ).ثابت کنید( ∋
  

  .به موجب قسمت سوم تذکر قبل، لم زیر به دست می آید

  و تنها اگر سري نرمالی مانند پوچتوان است اگر Gگروه . 4.4.2لم 
GGGGe r =≤≤≤= ...}{ 10  

niکه  iداشته باشیم که به ازاي هر  ≤≤1 ،1[ , ]i iG G G −≤.  

  ن صورتای در. باشد rیک گروه پوچتوان از رده  Gفرض کنید . 5.4.2قضیه

  .استrپوچتوان از رده حداکثر  Gهر زیر گروه )1     
  .است rپوچتوان از رده حداکثر  Gهر تصویر همریخت ) 2    

GGGGeفرض کنید ) 1 برهان r =≤≤≤= ...}{ GHباشد و  Gیک سري مرکزي  10 قرار . ≥
HGHدهیم  می ii I= پس داریم.  

HHGHGHHHe rr ===≤≤≤= II...}{ 10  
iHواضح است که  H< .همچنین داریم:  

1 1 1[ , ] [ , ] , [ , ] .i i i i i iH H G G G H H G H H− − −≤ ≤ ≤ =I  
  

HHHHeیعنی سري  r =≤≤≤= ...}{   .پوچتوان است Hپس. است Hیک سري مرکزي براي 10

G:یک گروه  Kفرض کنید ) 2 Kθ → داریم. یک همزیختی پوشا باشد:  
KGGGGe r ==≤≤≤= )()(...)()(}{ 10 θθθθ  

iGپوشا و  θه بنا به اینک(است  Kواضح است که سري فوق، یک سري نرمال براي  G< آنگاه( ( )iG Kθ < .
  اینک ملاحظه می شود که 
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11 ; [ , ( )] [ ( ), ( )] ([ , ]) ( )i i i ii r k G G G G G Gθ θ θ θ θ −∀ ≤ ≤ = = ≤  
  .پوچتوان است Kبنابراین سري فوق، مرکزي و 

  

Nو  پوچتوان باشد Gاگر . 6.4.2نتیجه G< آنگاه
N
G

 
  .پوچتوان است

:حکم از قسمت دوم قضیه قبل و اینکه . برهان GG Nx xN→

Π → همریختی پوشا است، به دست می آید.  

  . حاصل ضرب مستقیم هر تعداد متناهی از گروه هاي پوچتوان، پوچتوان است. 7.4.2قضیه
  .کافی است حکم را براي دو گروه پوچتوان ثابت کنیم. برهان

K, فرض کنید  H دو گروه پوچتوان و سریهاي  
1 0 1

2 0 1

{ } ... ;
{ } ... .

r

r

e H H H H
e K K K K

= ≤ ≤ ≤ =
= ≤ ≤ ≤ =

  

) با درج جملات تکراري می توان طول دو سري را یکسان گرفت(باشد  ,HKبه ترتیب سریهاي مرکزي براي
  است که حال معلوم 

KHKHKHKHee rr ×=×≤×≤×=× ...}{}{ 110021  
HKیک سري مرکزي     .است×

H یک گروه و G فرض کنید . 8.4.2تذکر G<به قسمی کهH وG
H

 Gدر ایـن صـورت   . پوچتوان باشـند   
می دانیم (لزوما پوچتوان نیست 

33A S<  3وA  3 و

3

S
A

امـا قضـیه   ) پوچتوان نیسـت  3Sپوچتوان هستند ولی 

  :زیر برقرار است

Hیک گروه باشد و  Gاگر " G<  بقسمی کهH  و
'H

G  پوچتوان باشند،آنگاهG پوچتوان است".  
  
  

  تمرینات

  .گروه تشکیل شود زیر 4بیابید که از 8Dیک سري نرمال براي ) الف -1
3و 8D ،4Aهاي  تمام سریهاي ترکیبی گروه) ب       3S Z× را بیابید.  
  .درا بیابی 4Sو 8D ،4Aتمام عوامل سریهاي ترکیبی ) پ      
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Gگروه  -2 =   .در نظر بگیرید ¢
  بنویسید؛ Gهاي غیرمساوي از دو سري نرمال با طول) الف     
  بنویسید که معادل نباشند؛ Gهاي مساوي از دو سري نرمال با طول) ب      
  .بنویسید که معادل باشند Gدو سري نرمال از  ) ج      

  .کنید که هر گروه متناهی داراي یک سري ترکیب است ثابت -3
  .است nداراي یک سري ترکیب از طول  npگروه متناهی از مرتبه−pکنید که هر ثابت -4
 .متناهی باشد Gداراي یک سري ترکیب است اگر وفقط اگر  Gکنید که گروه آبلی ابتث -5

1Gو G ، Hگروههاي  -6 G< ،1H H< 1بگیرید که  را در نظر 1H G≅  و
1 1

G H
G H

Gآیا  .≅ H≅ ادعاي ؟

  .خود را ثابت کنید
  .پذیر نیست حل Gآبلی وساده باشد، انگاه  گروهی نا Gنشان دهید اگر -7
  . متناهی و از مرتبه اول است Gپذیر وساده باشد، انگاه  حل گروهی Gنشان دهید اگر -8
  :نشان دهید. را در نظر بگیرید Gگروهسري مشتق  -9

k  ، kGهر  ازاي به) الف        G<  

1 ) ب       

k

k
G

G   .آبلی است +

0فرض کنید  -10 1{ } ... ne G G G G= =< <    .باشد Gیک سري حلپذیر >
0ازاي هر که به نشان دهید iبه استقرا روي) الف      i n≤ i، داریم  ≥

n iG G    ؛≥−
}) ب       }nG e=   ؛ 

طوري که  موجود باشد به nحلپذیر است اگروتنها اگر عدد صحیح نا منفی مانند G نشان دهید گروه ) الف -11
 { }nG e=.  

}د کهکوچکترین عدد صحیح نامنفی باش kاگر) ب     }kG e= .صورت این درk برابر طول حلپذیريG ستا.  
  

یک گروه باشد که  Gفرض کنید -12
( )
G

Z G
کلاس پوچتوانی . استپوچتوان  Gپوچتوان است، نشان دهید  

G را برحسب کلاس پوچتوانی
( )
G

Z G
   .بدست آورید  
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)یک گروه متناهی باشد که  Gفرض کنید -13 )Inn G  آبلی است، نشان دهیدG کثرپوچتوان از کلاس حدا 
  است دو
)یک گروه متناهی باشد که  Gفرض کنید -14 )Aut G آبلی است، نشان دهیدG  پوچتوان از کلاس حداکثر 

  .است دو
)یک گروه متناهی باشد که  Gفرض کنید -15 )Aut G  پوچتوان است، نشان دهیدG پوچتوان است.  
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  هاي ویژهحلقه فصل سوم
   
   .جا نماد میدان استهمه Fدر این فصل  

  ایهاجملهحلقه چند 1.3
  

  :قرار می دهیم. ک حلقه باشدیRفرض کنید 
0، جز تعداد متناهی،iبازاي هر{ 1[ ] {( , ,..., ,...) | , 0n i iR x a a a a R a= ∈ =  

×,همراه با اعمال  xR][ت در این صور   .زیر، یک حلقه است +
0 1 0 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1

( , ,...) ( , ,...) ( , ,...);

( , ,...) ( , ,...) ( , ,...)

a a b b a b a b  

a a b b c c

+ = + +

× =
  

که 
0

.
i

i k i k
k

C a b −
=

= ∑  

کدار است که نیز حلقه جابجایی و ی xR][حلقه جابجایی و یکدار باشد، آنگاه Rواضح است که اگر 
[ ].1 (1 ,0,0,0,...)R x R= 0,1)دهــــــیم قــــــرار مــــــی ,0,0,0,...)Rx صــــــورت در ایــــــن =

,...)0,0,1,0,...,0,0( R
nx )مولفه  R1که  = 1)n− Rrهمچنین به ازاي هر . استام + و بـه ازاي   ∋

)n ،,...)0,0,,0,...0,0≤0هر  rrxn )که در آن مولفه  = 1)n−   .است rام مساوي +
 
),,...,,0,0(...,][بامفـــاهیم بـــالا، فـــرض کنیـــد    10 xRaaaf n : صـــورت داریـــمایـــندر=∋
n

n xaxaxaf +++= ...1
0

Rxکدار باشد ی Rو اگر  0 10 0و  = 1. ... n
nf a a x a x= + + +  

     
دراینجا حلقه چند جملـه  . Rروي  xR][بحث قبل روشی بود براي ساختن حلقه چند جمله ایهاي   

  .می کنیم را به روش آشناي زیر تعریف Rروي  xR][ایهاي 
  
  :دهیمک مجهول در این صورت قرار میی xیک حلقه باشد و  Rفرض کنید    

{ }0 1 0 1[ ] ... | {0}; , , , .n
n nR x a a x a x n a a a R= + + + ∈ ∈¥ U L  
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  :کنیمصورت زیر تعریف میاعمال جمع و ضرب را در آن به

0 0 0

0 0 0

( )

( )( ) ,

n n n
i i i

i i i i
i i i

n m m n
i i i

i i i
i i i

a x b x a b x

a x b x c x

= = =

+

= = =

+ = +

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

که 
0

.
i

i k i k
k

c a b −
=

= ∑  

)(...][گاه هر  10 xRxaxaaxf n
n  xf)(را درجـه   nدر این صورت . na≠0که =+++∋

nxfمی نویسیم (می نامیم  =)((deg  وna  را ضریب پیشرو. ( )f x  اگرR    حلقـه یکـدار باشـد و
1=na  آنگاه)(xf ایی تکین گوییمرا چند جمله.  
  
],[ایهاي دو متغیـره  حلقه چند جمله. دو مجهول باشند 2xو  1xلازم به ذکراست که اگر    21 xxR  را

  .به صورت زیر تعریف می کنیم
]])[[(],[ 2121 xxRxxR =  

nبراي هر ) با استفاده از استقرا(و این تعریف را می توان  ∈   .، تعمیم داد¥
  
با توجه به تعریف، درجه براي هر چند جمله اي ثابت ناصفر مساوي صفر است، ولی مفهوم . نکته 

ایی هر چند در برخی منابع درجه چند جمله. ایی صفر، تعریف نشده استدرجه براي چند جمله 
  .تعریف می شود−∞ صفر، برابر 

  
  .شودبا استفاده از مفاهیم بالا قضیه زیر به سادگی ثابت می  

,][ک حلقه باشد و ی Rفرض کنید . 1.1.3قضیه xRgf ,0که ∋ ≠+ fggf  در این صورت  
)deg(deg,max{deg{)         الف gfgf ≤+  
gffg)                       ب degdeg)deg( +≤    

23][فرض کنید . 2.1.3 مثال 4
32 xZxxf 322و  =++∋ xg   مطلوبست محاسبه .=+

2, ,f g fg g+  
  : اریمد. راه حل
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2 2 3 5 21 , 2 2 2 2 , 0f g x fg x x x g+ = + = + + + =.  
  

0دامنه صحیح باشد و  Dاگر  .3.1.3نتیجه , [ ]f g D x≠   دراین صورت  ∋
  .دامنه صحیح است xD][) الف     
)deg.) ب      ) deg degfg f g= +  

باشند در این صورت حکم با توجه به ) یببه ترت(xD][ضریب پیشرو  mbو  naفرض کنید . برهان
  .به دست می آید mnba≠0اینکه 

  
2چند جمله ایی    .4.1.3مثال 2 2 3 4 3

1 2 3 1 2 2 3 1 2 33 3 6 [ , , ]x x x x x x x x x x+ − در این . را در نظر بگیرید ¢∋
. است 2مساوي  3xو نسبت به   4مساوي  2x، نسبت به 3مساوي  1xصورت درجه آن نسبت به 

  .می باشد 7همچنین درجه کل آن مساوي
  

)(][حلقد یکدار بوده و  Rفرض کنید ). الگوریتم تقسیم( 5.1.3قضیه xRxg چند  xf)(و  ∋
در این صورت چند . وارون پذیر باشد Rدر  xg)(شند به قسمی که ضریب پیشرو جمله ایهاي با

)(][جمله ایهاي منحصر به فردي مانند   xRxq )و  ∋ )r x  وجود دارند که  
0)( =xr  یا)(deg)(deg xgxr .و  > ( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x= +  

  .را نشان می دهیم xr)(و xq)(ابتدا وجود . برهان
)(0اگر  =xf  0یا)( ≠xf  و)(deg)(deg xgxf   :قرار می دهیم >

)()(0)( xfxgxf +×=  
  .ار استلذا حکم برقر

)(0حال فرض کنید    ≠xf  و)(deg)(deg xgxf حکم را به روش استقرار روي  . ≤
)(deg xf اثبات می کنیم.  

deg)(0اگر  =xf 0آنگاه)(deg =xg . پس)(xf  و)(xg فرض کنید . هر دو ثابت هستند
axf bxgو  )(=   .قرار می دهیم. )(=

0)()()( 1 +== − xgabxfa  
  ).وجوددارد b−1توجه شود بنا به فرض (و لذا مساله حل می شود
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چند  xf)(برقرار باشد و  nز حال فرض کنید حکم براي تمام چند جمله ایها از درجه کمتر ا  
nxfجمله ایی باشد که  =)(deg .همچنین فرض کنید  

0 1

0 1

( ) ... , 0

( ) ... , 0, .

n
n n

m
m m

f x a a x a x a
g x b b x b x b n m

= + + + ≠

= + + + ≠ ≥
 

)()()(چند جمله اي  1 xgxbaxfxh mn
mn

)(0واضح است که. را در نظر می گیریم =−−− =xh   یا
nxfxh =< )(deg)(deg.  

)(0اگر      =xh 0آنگاه)()( 1 += −− xgxbaxf mn
mn در غیر از این صورت . و شرایط برقرار است

  وجود دارند به قسمی که  xs)(و  xr)(بنا به فرض استقرا چند جمله ایهاي 
)()()()( xrxgxsxh +=  

)(0که  =xr  یا)(deg)(deg xgxr   :در نتیجه داریم. >
1

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )

n m
n m

n m
n m

n m
n m

f x a b x g x h x
a b x g x s x g x r x
a b x s x g x r x

− −

− −

− −

= +

= + +

= + +

  

  .و شرایط برقرار است
  ، فرض کنیدxg)(و  xr)(براي منحصر بفرد بودن 

)()()()()()()( 2211 xrxgxqxrxgxqxf +=+=  
  :ن صورت داریمدر ای. و شرایط حکم برقرار باشد

)()()())()(( 1221 xrxrxgxqxq −=−  

)()(اگر      21 xqxq )()(آنگاه  ≠ 21 xrxr   داریم). وارون پذیر استxg)(زیرا ضریب پیشرو ( ≠
)(deg)(deg))()(deg())()(deg( 2112 xgxgxqxqxrxr ≥+−=−  

)()(پس . که تناقض است 21 xqxq )()(و در نتیجه  = 21 xrxr   .و قضیه ثابت می شود =
  
)چند جمله ایها    ), ( )r x q x  در قضیه قبل را به ترتیب خارج قسمت و باقی مانده تقسیم)(xf  بر
)(xg گوییم . نامیممی)(xg  چند جمله ایی)(xf  را در)(xR  عاد می کند)بخش می کند (

)(0هرگاه  =xr  می نویسیم. ( ) | ( )g x f x   
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∑حلقه یکدار و  Rفرض کنید . 6.1.3نتیجه
=

∈=
n

i

i
i xRxaxf

0
در این صورت به ازاي هر . )(][

Rc )(][وجود دارد  ∋ xRxq منحصر بفرد بقسمی  ∋
  که 
  

)بنا به قضیه قبل چندجمله ایهاي منحصر بفرد . برهان ), ( )q x r x وجود دارند، بقسمی که  
  

dxqcxxfپس  +−= )حال . عددي ثابت است dکه )()()( )d f c= و حکم برقرار است.  
  
  
  ایهاجملهتجزیه چند 2.3 

  . می پردازیم xF][ک میدان باشد و به بررسی خواص ی Fاز این به بعد فرض کنید 
  

)(][اگر . باشد Eزیر میدان  Fک میدان وی Eفرض کنید . 1.2.3 تعریف xFxf Ecآنگاه ∋ ∈ 

  نامیم هر گاه fرا یک ریشه 

0)( =cf  

)(][ک میدان باشد و ی Fفرض کنید . 2.2.3 نتیجه xFxf Fcین صورت در ا. ∋ ک ریشه ی ∋
)(xf است اگر و فقط اگر. | ( )x a f x−  

  :بنا به نتیجه داریم. برهان
)()()()( cfxqcxxf +−=  

|)()(0پس  =⇔− cfxfcx.  

)(][ک میدان باشد و ی Fفرض کنید. 3.2.3 نتیجه xFxf nxfاگر .∋ =)(deg آنگاه تعداد ریشه
  .استnحداکثر مساوي  xf)(هاي متمایز 

)()()()( cfxqcxxf +−=

( ) ( ) ( ) ( ) , deg ( ) 1, ( ) 0f x x c q x r x r x r x= − + < =
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1nاگر . nاثبات به استقرا روي . برهان baxxfآنگاه  = 1xلذا . a≠0ه ک)(=+ ba−= تنها  −
برقرار باشد و  n−1فرض کنید حکم براي هر چند جمله ایی از درجه . است xf)(ریشه 

1)(deg >= nxf . اگر)(xf   درF فرض کنید . ریشه نداشته باشد حکم برقرار استa ک ی
)()()(باشد در این صورت  xf)(ریشه  xgaxxf deg)(1و  =− −≤ nxg  و بنا به فرض

  .است n−1حداکثر  xg)(استقرا تعداد ریشه هاي 
  

),()(][میدان نامتناهی باشد  Fفرض کنید . 4.2.3نتیجه xFxgxf بقسمی که به ازاي زیر ∋
Saو هر  Sمجموعه نامتناهی  )()(داشته باشیم  ∋ agaf gfآنگاه  = =.  

  
)(222 ایی چند جمله)الف. 5.2.3مثال xxxf   .داراي چهار ریشه متمایز است 4Zروي =+
)(1حلقه چهارگانه و چند جمله ایی )ب       2 += xxf حداقل عناصر . را در نظر بگیریدijk ,, 
  ) این چند جمله نامتناهی ریشه دارد(د هاي آن هستنریشه

  
  . نیز برقرار است Dتوجه شود که نتایج این بخش براي هر دامنه صحیح . 6.2.3نکته

  
)(][فرض کنید . 7.2.3 تعریف xFxf در این صورت . یک چند جمله ایی غیر ثابت باشد ∋

)(xf حویل ناپذیر را ت)گوییم هرگاه ) یا تجزیه ناپذیرghf gآنگاه  = f= یاh f=.  
  
را نتوان به حاصلضرب دو چند جمله  xf)(را تحویل ناپذیر گوییم هرگاه  xf)(به عبارت دیگر   
deg)(3واضح است که اگر . تجزیه کرد xf)(با درجه کمتر از درجه  ایی ≤xf آنگاه)(xf روي
F تحویل ناپذیر است اگر و فقط اگر درF ریشه نداشته باشد.  
  
) قضیه زیر نشان می دهد   ) [ ]f x x∈¤  پذیر است اگر و فقط تحویل ¤در)(xf  تحویل ¢در

   :مثال زیر را در نظر بگیرید. پذیرباشد
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3 2 2 2

2 2 2

3 8 1 1( ) 9 18 4 8 ( 3)(6 ) (3 6) (18 8)
2 3 2 3

1 1[3( 2)][2(9 4)] 6( 2)(9 4)] ( 2)(9 4).
6 6

f x x x x x x x x

x x x x x x

= + + + = + + = + × +

= + + = × + + = + +
  

)فرض کنید . 8.2.3 قضیه ) [ ]f x x∈¢  در این صورت . اي غیرثابت باشدچند جمله)(xf  در
[ ]x¤  به حاصلضرب دو چند جمله ایی,g hپذیر است اگر و فقط اگر تجزیه)(xf  در[ ]x¢  به

g,حاصلضرب دو چند جمله اي با درجه  h تجزیه پذیر باشد.  
]زیرا . حکم بدیهی است⇒)(. برهان ] [ ]x x⊆¢ ghfفرض کنید . ¤ ]که در آن  = ]h x∈¤ وg 

0deg,degو  >f . فرض کنیدdd هاي ضرایب کوچکترین مضرب مشترك، مخرج) به ترتیب( ',
'))('(پس . باشند ,ghناصفر  hddgfdd αβγاکنون فرض کنید . = بزرگترین ) به ترتیب( ,,

hdfمقسوم مشترك ضرایب ناصفر  'در این صورت . باشند,' * * *dd f g hγ αβ= که در آن
*, * [ ]g h x∈¢  و بزرگترین مقسوم علیه مشترك ضرایب**,*, ghf می توان . برابر یک است
γαβنشان داد که  'dd= .بنابراین  

****'**' hgfhgddhgfdd γγαβ =⇒==  
  .و حکم برقرار است

0رض کنید ف). محک آبزنشتاین( .9.2.3 قضیه 1( ) ... [ ]n
nf x a a x a x x= + + + عدد اولی pاگر . ¢∋

  باشد که 
2

0 1 1 0| , | ,..., | ; | , |n np a p a p a p a p a− / /L  
]در xf)(آنگاه  ]x¤ تحویل ناپذیر است.  
deg)(0واضح است که . برهان >xf . دهیم که با توجه به قضیه کافی است نشان)(xf در[ ]x¢ 

)()()(به برهان خلف فرض کنید . تحویل ناپذیر است xhxgxf )که  = ), ( ) [ ]g x h x x∈¢  غیر
  :قرار می دهیم. ثابت هستند

t
t

s
s

xCxCCxh
xbxbbxg

+++=

+++=

...)(
...)(

10

10  

ntsکه در آن  << 000بنابراین . 1, cba . را عاد می کند0b ا ی 0cفقط یکی از دو عضو  pو =
2زیرا (

0 0( | , |p a p a/ . 0فرض کنید|p b  0و|p c/ . به دلیل اینکه| n s tp a b c=/ واضح است که ،
| sP b/ . فرض کنید k  کوچکترین اندیسی باشد که| kP b/ . 0چون|p b  و | sP b/ پس  
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.0 k s n< ≤   حال ضریب  >

0110 ... cbcbcba kkkk +++= −  
  :و بنا به فرض داریمk با توجه به انتخاب . در نظر می گیریم را

0 1 1 1 1 0| ( ... )k k k k kp a b c b c b c b c− −− + + + =  
|0زیرا (که تناقض است  ,kp b c/.(  

0فرض کنید . 10.2.3نتیجه 1( ) ... [ ]n
nf x a a x a x x= + + + |که . عددي اول باشد pو  ¢∋ nP a/  قرار

  :می دهیم
n

nxaxaaxf +++= ...)( 10   
.که  ( )i ia a mod p=  در این صورت اگر)(xf  در][xZ p  تحویل ناپذیر باشد آنگاه)(xf  در
[ ]x¤ تحویل ناپذیر است.  

)()()(کنید فرض . برهان xhxgxf )()()(پس  = xhxgxf شود زیرا و حکم ثابت می =
| np a/  

  
)فرض کنید . 11.2.3تذکر ) [ ]f x x∈¢ در این صورت)()()( xhxgxf اگر و تنها اگر به ازاي =

aهر   : داشته باشیم ¢∋

)()()( axhaxgaxf ++=+  

)(...p ،1نشان دهیـد کـه بـه ازاي هـر عـدد اول     . 12.2.3 مثال 221 +++++= −− xxxxxf PP 
 .تحویل ناپذیر است

  
  :راه حل داریم

  
  و        

1چون به ازاي هر  i p≤ ≤ ،|
p

p
i

 
 
  

  .ین به دست می آیدحکم از تذکر قبل و لم آیزنشتا

  

1 2 2

1 2

1( ) ... 1
1

( 1) 1( 1) ...
1

P
P P

P
P P

xf x x x x x
x

pxf x x x p
x

− −

− −

−
= = + + + + +

−
 + −

+ = = + + + 
 
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)(2278نشان دهید که . 13.2.3مثال  23 +++= xxxxf تحویل ناپذیر است ¤روي.  
5pبه ازاي . راه حل )(223داریم  = 23 +++= xxxxf   حـال اگـر)(xf  5][در xZ   تحویـل

  ولی . ریشه داشته باشد5Zیر باشد باید در پذ
(0) 2, (1) 3, (2) 4, (3) 3, (4) 3f f f f f= = = = =  

5][در  xf)(ریشه ندارد و بنابراین  5Zدر xf)(عنی ی xZ ) در نتیجه در[ ]x¤ تحویل ناپذیر دارد.  

به عنوان تمرین نشان دهید که 
1
1)(

2

−
−

= P

p

x
xxf در[ ]x¤ تحویل ناپذیر است.  

  
)(1 .14.2.3مثال  4 += xxf داریم . را در نظر می گیریم  

24641)1()1( 2344 ++++=++=+ xxxxxxf  
2pو با انتخاب    .تحویل ناپذیر است xf)(از لم آیزنشتاین و استفاده  =

  
  .xF][هاي ایده ال.3.3

ــف ــد . 1.3.3تعری ــرض کنی ــRف ــد و  ی ــدار باش ــایی و یک ــه حابج Raک حلق ــورت ∋ ــن ص در ای
}|{ Rrraa DIPرا  Dدامنه صـحیح  . ی نامیمرا یک ایده آل اصل >=<∋ دامنـه بـا ایـده آل    (..

  .نامیم هرگاه هر ایده آل آن اصلی باشد)اصلی
  

DIPک یFآنگاه . میدان باشد Fاگر ) 1-2.3.3مثال   Fتنها ایده آل هـاي  Fو }0{ زیرا. است ..
.هستند و داریم  1 , {0} 0F =< > =< >  

nاست که ¢nبه صورت  ¢چون هر ایده آل ) 2     DIPیک  ¢، ¢∋   .است ..
  

DIPک ی xF][میدان باشد آنگاه  Fاگر . 3.3.3قضیه   .است..
]فرض کنید . برهان ]I F x≤ .  0{اگـر{=I  پـس>=< 0I    فـرض کنیـد   . و حکـم برقـرار اسـت

Ixg ∈≠   :قرار می دهیم 0)(
}0)(,)(|)({deg 111 ≠∈= xfIxfxfS  
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,{0}پس  deg ( )S g x Sφ ≠ ⊆ ∈¥ U .     به موجب اصل خـوش ترتیبـی فـرض کنیـدminn S=  و
Ixf nxfچند جمله ایی باشد که  )(∋ =)(deg ن می دهیمنشا:  

( ) { ( ) ( ) | ( ) [ ]}I f x q x f x q x F x=< >= ∈  
)واضح است که  )f x I< > Ixfزیرا (⊇ Ixhفرض کنید . ))(∋ ∈)(.  

  بنا بر قضیه الگوریتم تقسیم 
)()()()( 1 xrxfxqxh +=  

  ( ) 0r x 0ا ی = deg ( ) deg ( )r x n f x≤ < =  
ــال   )1ح ) ( ) ( ) ( )I Ir x h x q x f x I∈ ∈= − ــه    ∋ ــا اینک ــت ب ــاقض اس ــن تن min(Sn(و ای ــرا = ، زی

. 0 deg ( )r x n≤ )پس  > ) 0r x )1و  = ) ( ) ( )h x q f x f x= ∈< >.  
  
  .مشخص می کند xF][قضیه زیرا شرایط ایده ال ماکزیمال را در  

>=<در این صورت ایده آل . میدان باشدFد فرض کنی. 4.3.3 قضیه )(xfM  ماکزیمال است اگر
  .تحویل ناپذیر باشد xf)(و تنها اگر 

>=<فرض کنید . برهان )(xfM . 0چون [ ]x F x
≠ ≠

< > ⊂ < > ان نیست و داریم میدxF][پس  ⊃
0 ( ) [ ]f x F x

≠ ≠
< > ⊂ < > )()()(حـال فـرض کنیـد    . غیرثابـت اسـت  xf)(پس . ⊃ xhxgxf = .

  بنابراین داریم 
( ) ( ) [ ]f x g x F x< > ⊆ < > ⊆  

>>=<<ماکزیمـــال اســـت پـــس  >xf)(چـــون  )()( xfxg  بـــا][)( xFxg اگـــر >=<
>>=<< )()( xfxgآنگاه داریم:  

1)()()()()()()()()( 111 =⇒=⇒= xhxhxhxhxfxfxhxfxg  
  .تحویل ناپذیر استxf)(واحد است پس xh)(عنی ی

)(][اگر  xFxg   .یر استتحویل ناپذxf)(واحد است یعنی  xg)(پس >=<
ــس ــرض کنیـــد  . بعکـ ــد و   xf)(فـ ــذیر باشـ ــل ناپـ .تحویـ ( ) [ ]f x N F x< > ⊆ چـــون ⊇

( ) ( ) [ ]f x N q x F x< > ⊆ =< > ــس . ⊇ )()()(پـ xtxqxf ــابراین . = )()(بنـ xfxq ــ = ا یـ
( ) ( )t x f x= . در نتیجه>=< )(xfN ا ی[ ]N F x=.  
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32) 1-5.3.3 مثال −x در[ ]x¤  پـس  . تحویل ناپـذیر اسـت>−< 32x در[ ]x¤   ماکزیمـال و در

2نتیجه 

[ ]
3

x
x< − >
  .میدان است¤

    2 (12 ++ xx  2درZ تحویل ناپذیر است پس  

},|{
1

][
22

2 Zbabxa
xx
xZ

∈+=
>++<

  
  .عضوي است 4میدان 

12چون ) 3     +x  11درZ آنگاه . تحویل ناپذیر است  

},|{
1
][

112
11 Zbabxa

x
xZ

∈+=
>+<

  
  .عضوي است 121میدان 

  4( >+< 12x در[ ]x¡  ماکزیمال است ولی در[ ]x£ ماکزیمال نیست.  
  

ــیه  ــد  . 6.3.3قض ــرض کنی )ف ) [ ]p x F x∈   ــد و ــذیر باش ــل ناپ 1تحوی 2( ) | ( ) ( )p x r x r x. ــن در ای
)1صورت ) | ( )p x r x  2یا( ) | ( )p x r x.  

)چون . هانبر )p x  ،تحویل ناپذیر است( )p x< اکنـون داریـم   . ماکزیمـال و در نتیجـه اول اسـت    <
1 2( ) ( ) ( )r x r x p x∈< )1بنابراین . < ) ( )r x p x∈< 2ا ی < ( ) ( )r x p x∈< و درنتیجه حکـم برقـرار    <

  .است
  

  .نیز قابل تعمیم است n≤3ازاي  واضح است که قضیه فوق به

آنگاه هر چند جمله ایی غیرثابت . ک میدان باشدیFفرض کنید ). تجزیه چند جمله ایها. (7.3.3قضیه 
جزیه کرد که این تحویل ناپذیراست یا آن را می توان به حاصلضرب عوامل تحویل ناپذیر ت xF][در 

 .  تجزیه در حد ترتیب منحصربفرد است

)فرض کنید. برهان )f x 1ي اي از درجهیک چند جملهn )اگر . باشد ≤ )f x     ،تحویـل ناپـذیر باشـد
)فـــرض کنیـــد صـــورت،  ایـــندر غیـــر . حکـــم برقـــرار اســـت   ) ( ) ( )f x g x h x=   کـــه

1 deg ( ), deg ( )g x h x n≤ degو  > ( ) deg ( )g x h x n+ )حال اگر  = )g x  و( )h x  تحویـل ناپـذیر 
1صورت بـا ادامـه فرآینـد داریـم     ایندر غیر. باشد که حکم برقرار است 2( ) ( ) ( )... ( )kf x p x p x p x= 
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ــه )کـ )ip x  ــ   ــل ناپـ ــتتحویـ ــودن  . ذیر اسـ ــرد بـ ــربفرد بفـ ــراي منحصـ ــد : بـ ــرض کنیـ  فـ

1 2 1 2( ) ( ) ( )... ( ) ( ) ( )... ( )k rf x p x p x p x q x q x q x= )تجزیه دو = )f x بـدلیل  . به تحویل ناپذیرباشند
)که این ) | ( )ip x f x وجود دارد ،( )jq x  بقسمی که( ) ( )i j jp x u q x=  0و ju F≠ اکنون با قـرار  . ∋

)دادن  )j ju q x به جا ي( )ip x  و خذف( )jq x داریم :   
1 2 11 ... ( )... ( )k k ru u u q x q x+=  

k.واضح است که این وقتی امکان دارد که  r=  

 ـ Dفـرض کنیـد   . 8.3.3تعریف   Dbaدامنـه صـحیح باشـد و    ک ی  Dدر  aبـر   bگـوییم  . ,∋
baمی نویسیم (است  بخشپذیر   هر گاه) |

; .c D b ac∃ ∈ =  
uاست هر گاه عضو واحد  aه وابست bهمچنین گوییم   D∈  وجود داشته باشد بقسمی کهb ua=.  

  

  .اثبات قضیه زیر به دانشجویان واگذار می شود

Dcbaفرض کنید . 9.3.3قضیه   دراین صورت  ,,∋
    1( aa |  
baاگر ) 2     cbو  | caآنگاه | |  
baاگر ) 3     cbو |   .استbوابسته aآنگاه  |
  .ک رابطه هم ارزي استی Dرابطه وابسته بودن در ) 4   
baاگر ) 5    Dxو | bxaآنگاه ∋ |.  
baاگر ) 6    caو  | |)(آنگاه | cba −.  

Dbaفرض کنید . 10.3.3تعریف   در این صورت ,∋
Dd) الف    )),(می نویسیم (نامیم  bو aرا بزرگترین مقسوم علیه مشترك ∋ bad   هرگاه=

      1( ba bdو | |.  
Dcگر ا)2       acو ∋ bcو | dcآنگاه | |.  
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Dm) ب   ],[سـیم  مـی نوی (نـامیم Dدر bو aرا یک کوچکترین مضـرب مشـترك    ∋ bam =(
  :هرگاه

    1 (mba |,  
lbaاگر ) 2     lmآنگاه ,| |.  

واضح است که بزرگترین مقسوم علیه مشترك و کوچکترین مضرب مشترك لزوما منحصر بفرد نیست  
  .ولی در حد وابسته بودن منحصر بفرد است

  
pک دامنه صحیح باشد و ی Dفرض کنید  .11.3.3تعریف D∈   عضوي غیرصفر و غیرواحـد در ایـن
  صورت
pرا تحویل ناپذیر گوئیم هر گاه  p) الف ab= کهDba   .واحد است bا ی aآنگاه ,∋
a,را اول گوییم هر گاه به ازاي هر pعضو ) ب b D∈ که|p ab آنگاه|p a ا ی|p b.  

)(42. 12.3.3مثال += xxf در[ ]x¤  تحویل ناپذیر است ولی در[ ]x¢پذیرتحویل.  

  .، هر عضو اول تحویل ناپذیر استDدر هر دامنه صحیح . 13.3.3لم 
pفرض کنید . برهان D∈ نشان می دهیم که . اول باشدp  درD  فـرض کنیـد   . تحویل ناپـذیر اسـت

p ab= . چون|p ab وp ،اول است|p a  یا|p b .  فرض کنیـد|p a   د آنگـاه وجـود دارDa ∈ 
1aبقسمی که  pa=  بنابراین  

1 10 1pp ab pa b a b≠= = → =  
  . تحویل ناپذیر است pواحد و  bپس 

  
  

E.(حلقه هاي اقلیدسی 4.3 D(  
  .استDوریتم تقسیم به دامنه صحیح تعریف زیر در واقع تعمیم قضیه الگ

  
*}0{یک دامنه صحیح باشد و  Dفرض کنید . 1.4.3تعریف  −= DD .  تـابع: *Dσ → را یـک  ¢

  نامیم، هر گاه می Dارزیاب اقلیدسی روي 
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Da*ازاي هر به ) 1    ∈ ،0)( ≥aσ؛  
,*به ازاي هر ) 2    Dba ∈ ،)()( bab σσ ≥.  
Daبه ازاي هر ) 3    Db*و ∋ Dqr، وجود دارند ∋   بقسمی که ,∋

)()( br σσ ;ا ی > 0a bq r r= + =  

)باشد آنگاه  Dک ارزیاب اقلیدسی روي یσاگر    , )D σ  نامیم و بـه اختصـار    دامنه اقلیدسیرا یک
  .دهیمنشان می EDبا 
  

:تابع . 1-2.4.3مثال
| |n n

σ ∗

→

→¢   زیرا. است¢باشد یک ارزیاب اقلیدسی روي  ¢

   i (*; ( ) | | 0n n nσ∀ ∈ = ≥¢  
   ii (, *; ( ) | | | || | | | ( )m n mn mn m n n nσ σ∀ ∈ = = ≥ =¢  
  iii ( به ازاي*;n m∈ ∈¢   :بنا به الگوریتم تقسیم داریم ¢

|||| nr , r=0یا  > . . ;r q s t m nq r∃ = +  
)()(ا ی r=0بنابراین  nr σσ )پس .> , )σ¢ک دامنه اقلیدسی استی.  

:، تابع xF][بااستفاده از الگوریتم تقسیم در  -2 [ ]
deg ( )( )

F x
f xf x

σ
→

→ ¢  

)],[(بنابراین . ستک ارزیاب اقلیدسی ای σxFک دامنه اقلیدسی استی.  

))((deg2)(میدان باشد آنگاه تابع Fاگر  -3 xfxf =σ ک ارزیاب اقلیدسی استی.  

DIPک ی .DEتوان نشان داد که هر می 3.3.3مشابه قضیه     .است..
  
  

  تمرینات
3ایی جملهمانده تقسیم چندباقی -1 23 4x x+ 3را بر   + 2x   . بدست آورید 5Zدر  +

  :کدامیک از حلقه هاي زیر میدان است -2
5)   الف      

2

[ ]
2

Z x
x< − >

7   )ب      
2

[ ]
2

Z x
x< − >

4)    ج     3 2

[ ]
1

x
x x x x< + + + + >

])  د     ¤ ]F x
x< >

.  
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 .را در میدانهاي زیر مشخص کنید)  در حد یکریختی(کوچکترین زیر میدان  -3

2)   ب       £) الف     

[ ]
1

x
x< + >
11)  ج     ¡

2

[ ]
1

Z x
x< + >

  عضوي  81یک میدان)  د  

)ایهايوچند جمله xF][حلقه-4 ), ( ) [ ]f x g x R x∈ هاي زیر نشان دهید که گزاره. را در نظر بگیرید
  :معادلند

)) الف    )f x   و( )g x اندوابسته.  
))  ب    ) ( )f x g x< > =< >.  

) ) ج    ) ( )f x g x  و( ) ( )g x f x.  
  نشان دهید. را در نظر بگیرید xF][حلقه -5

  .ناپذیر آن نامتناهی استتعدادعناصر تحویل) الف   
  .الهاي اول آن نامتناهی استتعداد ایده )ب   

rاگر عدد گویاي  -5
s

)که (  , ) 1r s  ایی گویاي جملهریشه چند) =
1

1 1 0( ) ...n n
n nf x a x a x a x a−

−= + + + +    
r|0باشد، آنگاه   a  و. | ns a   

  .ناپذیر استهاي داده شده تحویلایهاي زیر در میدانجملهکدامیک از چند-6
3) الف   3 2x x+ ]ر د  + ]x¤؛  
3) ب   23 2 1x x+ ]در − ]x¤  ؛ در[ ]x¢ چطور؟

4)  ج     25 1x x x− + ]در  + ]x¤؛  
6)   د   4 2 1x x x+ + ]در  + ]x¡ ؛  
5)   ه   4 3 2 1x x x x x+ + + + .در  + [ ]x¤  

1اییجملهچند، ¥∋nازاي نشان دهید که به  -7 2( ) 1n nf x x x x− −= + + + +L  در[ ]x¤ ناپذیر تحویل
  است 

   .عددي اول باشد nاگر اگر و فقط

)اییجملهچند،¥∋nازاي نشان دهید که به  -8 ) ( 1)( 2) ( ) 1f x x x x n= − − − −L  در[ ]x¤ تحویل
  ناپذیر است
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  وکاربرد آن توسیع میدانفصل چهارم 

  بیان مفاهیم مقدماتی 1.4 

 ،نامیم Fرا یک توسیع  Eدر این صورت . شنددو میدان با Fو Eفرض کنید. 1.1.4 تعریف

:هرگاه همریختی یکبیکی مانند  F Eσ   .وجود داشته باشد →

)با توجه به تعریف توسیع میدان واضح است که    )F F Eσ  Eبه طور معادل داریم که . ;≥

  .باشد Eزیر میدان  Fاست هر گاه Fیک توسیع 

EFباشد می نویسیم  Fیک توسیع  Eاگر  ≥،مثلا . ≥ ≤¡ £ ¤ ¤≥و  ¡ واضح است . £

1باشد آنگاه Fیک توسیع  Eکه اگر  1F E=.  

)فرض کنید . 2.1.4 مثال )p x یک چند جمله ایی تحویل ناپذیر روي میدانF  باشد در این

) صورت )
( )

F x
p x< >

)اینک تابع . یک میدان است  ):
( )

F xF
p x

σ →
< >

  بطهضاا ب  

 ( ) ( )a a P xσ = + < > 

  زیرا . یک همریختی است

( ) ( ) ( ( ) )( ( ) ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).
ab ab p x a p x b p x a b
a b a b

σ σ σ
σ σ σ

= + < > = + < > + < > =
+ = +

  

)حال فرض کنید  ) 0 ( )a P xσ = = <    :پس داریم <

  

)همریختی یکبیک و در نتیجه  σیعنی )
( )

F x
p x< >

  . است Fیک توسیع میدان  

( ) ( ) ( ) ( ) 0a p x p x a p x p x a a+ < > =< > ⇒ ∈< > ⇒ ⇒ =
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. باشـد  Fیک چند جمله ایی غیرثابت روي میدان  xf)(فرض کنید ) کرونکر. (3.1.4 قضیه

)(0وجود دارد که  K∈α و Fاز  Kدر این صورت توسیعی چون  =αf.  

FKدهیم  ریشه داشته باشد، قرار می Fدر xf)(اگر . برهان این صـورت فـرض    در غیر. =

0کنید  1( ) ... n
np x a a x a x= + +   2.1.4 بنـا بـه مثـال   . باشـد xf)(یـک عامـل تحویـل ناپـذیر      ،+

><
=

)(
)(

xp
xFK  یک توسیع میدانF  0است و 1( ( )) ( ) ... n

np x p x a a x a xσ = = + + که بـه  +

niازاي هر  ≤≤0 ،( )i ia a p x= + < )اینک نشان می دهـیم  . < )x p xα = + < یـک ریشـه    <

( )p x داریم .است:  

0 1

0 1

( ( ) ) ( ) ( ( ) )( ( ) ) ... ( ( ) )

( ( ) ) ... ( ) ( ) 0
n

n n
n K

p x p x a p x a p x x p x a p x
x p x a a x a x p x p x

+ < > = + < > + + < > + > > + + + < >

+ + < > = + + + + < > = < > =
  

)بنابراین  ) ( ( )) 0Kp pα σ α= ) ،یکبیک است σچون . = ) 0p α )(0در  نتیجه  و = =αf.  

)2چند جمله ایی . 4.1.4 مثال ) 1p x x x= + 2][در  + xZ بنابراین . تحویل ناپذیر است  

2
0 1 2

0 1 0 1 2

[ ] { ( ) ... | }
( )

{ ( ) | , }.

n
n i

Z xK p x a a x a x a Z
p x
p x b b x b b Z

= = < > + + + + ∈
< >

= < > + + ∈
  

:2 حال
( )

Z K
a p xa

σ
→

→
+< >

)2و   ( )) 1 1 1P x x xσ = +   که را در نظر می گیریم  +

1 1 ( )p x= + < >  
)قرار می دهیم   )x p xα = + <    :داریم و <

2

2

( ) (1 ( ) )( ( ) ) (1 ( ) ) ( ( )
1 ( ) 1 1 ( ) ( ) 0 .K

p x p x x p x p x x p x
p x x x p x p x

= + < > + < > + + < > + + < >

+ + < > = × + + + < > = < >=
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  لیاعداد جبري و متعا 2.4

را روي  E∈αدر ایـن صـورت   . باشـد  Fیک توسیع میـدان  Eفرض کنید . 1.2.4 تعریف
F نامیم هر گاه  جبري  

( ) [ ] . . ( ) 0f x F x s t f α∃ ∈ =  
  .نامیم متعالی Fرا روي  αصورت  غیراین در این

، متعـالی یـک عـدد   . مـی نـامیم   عدد جبريجبري باشد یـک   ¤را که روي  £هر عضو   
 .متعالی باشد ¤است که روي  £عضوي از 

  
جبـري   ¤واضح است که هر عـدد گویـا روي   . است ¤یک توسیع  ¡میدان  .1-2.2.4 مثال
)2یک ریشه  3یک عضو جبري است زیرا 3همچنین   .است ) 3 [ ]f x x x= −   .میباشد ¤∋

  :داریم. را در نظر می گیریم α=+31حقیقی  عدد .2    

3123131 2422 =+−⇒=−⇒+= αααα  
4یک ریشه  αبنابراین   2( ) 2 2 [ ]f x x x x= − −   .جبري است ¤روي  αیعنی . است¤∋

   3 .i 2زیرا ریشه . جبري استیک عدد  £∋ 1 [ ]x x+   .می باشد ¤∋
 .متعالی هستند ¤روي ) عدد نپر( eو  πاعداد ) نه به سادگی(توان نشان داد  می.  4   

 Fروي  E∈αدر ایـن صـورت   . باشـد  Fدان یـک توسـیع می ـ   Eفرض کنید . 3.2.4 قضیه
ExFمتعالی است اگر و تنها اگر همریختی ارزیاب  →][:αφیکبیک باشد.  

⇔=}0{یکبیک است اگر و فقط اگر  αφ .برهان αφKer 0زاي بـه ا ( ) [ ]f x F x≠ داشـته  ∋
)باشیم  ) 0f α   .متعالی است αیعنی ≠
در  .اسـت  جبـري  Fروي  E∈α کهباشد Fیک توسیع میدان  Eفرض کنید . 4.2.4قضیه 

)اینصورت چند جملـه ایـی تکـین و تحویـل ناپـذیر منحصـربفردي ماننـد        ) [ ]p x F x∈   وجـود
.بقســمی کــه  ( ) 0p α ــلاوه اگــر  = 0بع ( ) [ ]f x F x≠ ) کــه ∋ ) 0f α )آنگــاه  = ) | ( )p x f x  و

deg ( ) deg ( )p x f x≤.  
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ــ ــاب  . انبره ــی ارزی ExFهمریخت →][:αφ  ــریم ــی گی ــر م ــه  . را در نظ ــت ک واضــح اس
αφα Kerxgg ∈⇔= )چون . )(0)( )F xیکDIP xFKer][است و .. ≤αφ   پس وجـود

)دارد  ) [ ]p x F x∈  ــه )بقســــمی کــ )Ker p xαφ =< ــا. < )براین اگــــر بنــ ) [ ]f x F x∈  ــه کــ
( ) 0f α αφKerfآنگاه = )ودرنتیجه   ∋ ) | ( )p x f x . 1حال فرض کنید 2( ) ( ) ( )p x p x p x=.  

Egچون   ≤αφIm داریم، دامنه صحیح است:  
.2 ( ) 0P α 1یا   = 2 10 ( ) ( ) ( ) ( ) 0P P P Pα α α α= = ⇒ =  

)1بنابراین  ) | ( )p x p x  2یا( ) | ( )p x p x . یعنی( )p x  تحویل ناپذیر است و با ضرب کردن عدد  
)مناسبی در  )p xچند جمله ایی تکین به دست می آید ،.  

جبـري در ایـن    Fروي  E∈αباشـد و  Fیـک توسـیع میـدان    Eفرض کنید . 5.2.4 تعریف
)صورت چند جمله ایی تکین یکتاي  )p x  تحویل ناپذیر در قضیه قبل را چند جمله اییα 

),(نــامیم و بــا  Fبــر روي  FP αهمچنــین درجــه . را نشــان مــی دهــیم( )p x  را درجــهα  بــر
F گوییم و به صورت),deg( Fα نمایش می د هیم.  
  

  :داریم. 6.2.4 مثال
2

4 2 2

( 2, ) 2, ( 2, ) 2,

( 1 3 , ) 2 2, ( , ) 1,

deg( 2, ) 1, deg( 2, ) deg( , ) 2, deg( 1 3 , ) 4.

P x P x

P x x P i x

i

= − = −

+ = − − = +

= = = + =

¡ ¤

¤ ¤

¡ ¤ ¤ ¤

  

S,فرض کنید . 7.2.4 ارينمادگذ E F E⊆   در این صورت  ≥
Fشامل Eه قکوچکترین زیر حل) الف            S∪  را با][SF نشان می دهیم.  
Fشامل  Eکوچکترین زیر میدان ) ب            S∪  را با( )F S نشان می دهیم.  

  
  :دامنه صحیح است و داریم SF][واضح است   

ESFSF ⊆⊆ )(][  
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)دامنه صحیح است و  SF][با توجه به اینکه    )F S  کوچکترین میدان شاملF S∪  پس  
( )F S  همان میدان کسرهاي][SF یعنی . می باشد( ) { ; , [ ]}uF S u F sυ

υ
= ∈.  

  در این صورت به سادگی می توان نشان داد که  α=S}{حال فرض کنید  
{ }[ ] [ ] ( ); ( ) [ ]F s F f f x F xα α= = ∈  

)و بنابراین  )( ) ; ( ), ( ) [ ]
( )

fF S f x g x F x
g

α
α

 
= ∈ 

 
. 

  . را مشخص می کندαF)(قضیه زیر عناصر . جبر ي باشدFروي  αفرض کنید    
EFفرض کنید . 8.2.4  قضیه در این صورت اگر . جبري باشدFبروي  E∈αو  ≥

nF =),deg(α  آنگاه}|...{)( 1
110 FbbbbF i

n
n ∈+++= −

− ααα.  
ExFبرهان همریختی ارزیاب  →][:αφ را با تعریف  

( ) [ ]; ( ( )) ( )f x F x f x fαφ α∀ ∈ =  
]در این صورت می دانیم که . در نظر می گیریم ] ( [ ])

ker
F xK F xα

α

φ
φ

=   ومیدان است  ;
ker ( )P xαφ =< )ه ک < )P x  چند جمله اي مینمالαبه ازاي هر . است][)( xFxf   :داریم∋

( ), ( ) [ ] . . ( ) ( ) ( ) ( )r x g x F x s t f x P x g x r x∃ ∈ = +  
)(0که  =xr یا)(deg)(deg xPxr <  

  :داریمحال 

1
0 1 1

( [ ]) { ( ); ( ) [ ]}
{ ( ); ( ) [ ]} { ( ); ( ) 0, deg ( ) }
{ ... | }.n

n i

K F x f x f x F x
f f x F x r r x r x n
b b B b F

α αφ φ
α α

α α −
−

= ∈
= ∈ = = <

= + + + ∈

;
 

)(0زیرا  =αP پس( ) ( ) ( ) ( ) ( )f p g r rα α α α α= + =.  
}یک میدان شامل Kواضح است که    }F α∪کافی است نشان دهیم که . استK  

}کوچکترین میدان شامل  }F α∪ اگر . استL یک میدان شامل{ }F α∪  باشد پس شامل  
1

110 ... −
−+++ n

nbbb αα  است یعنیLK ⊆.  
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2می دانیم که ) 1- 9.2.4 مثال    پس . جبري است ¤روي  ¡∋
.0 1 0 1[ 2] ( 2) { 2 | , }b b b b= = + ∈¤ ¤ ¤  

iواضح است که ) 2 )01(جبري است ¡روي  £∋ 2 =+x  در این صورت  
[ ] ( ) { | , }i i a bi a b= = + ∈¡ ¡ ¡  

πمی دانیم ) 3   بنابراین . جبري نیست ¤روي  ¡∋
[ ] { ( ) | ( ) [ ]}

( )( ) { | ( ), ( ) [ ]}
( )

f f x x
f f x g x x
g

π π
π

π
π

= ∈

= ∈

¤ ¤

¤ ¤
 

1مثلا  [ ]π
π

1ولی  ¤∌ ( )π
π

∈¤.  

 Fرا توسیع ساده  Eدر این صورت  .باشد Fیک توسیع  Eفرض کنید . 10.2.4 ریفتع
.  نامیم هرگاه  . ( )E s t E Fα α∃ ∈ =.  

)زیرا . است ¡یک توسیع ساده £) 1-11.2.4مثال )i=£ ¡  
           2 ((   .است ¤یک توسیع ساده ¤(2

  
  توسیع هاي متناهیو  توسیع هاي جبري 3.4 

  
یک فضاي برداري روي  Eواضح است که . مدر نظر می گیری Fرا روي  Eتوسیع میدان 

  .است Fمیدان 
به عنوان یک  Eنامیم هر گاه  توسیع متناهییک   ،Fرا روي  Eتوسیع . 1.3.4 تعریف

 نامیم  Fروي E درجهرا  nدر این صورت . باشد nاز بعد متناهی  Fفضاي برداري روي 

nFEو می نویسیم  =]:[.  

kFجبري باشد که  Fروي  αفرض کنید . 2.3.4 مثال =),deg(α . یعنی  
}|...{)( 1

110 FbbbbF i
k

k ∈+++= −
− ααα  

,1}1بنابراین  ,..., }kS α α ].است و  Fروي αF)(یک پایه  =− ( ) : ]F F kα =  
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 Eنامیم، هر گاه هر عضو  توسیع جبريرا یک  Fروي  Eتوسیع میدان . 3.3.4 تعریف
  .جبري باشد Fروي

  
  .هر توسیع متناهی، یک توسیع جبري است. 4.3.4 قضیه
nFEباشد که  Fیک توسیع متناهی از میدان E فرض کنید . برهان دراین  E∈αو  ]:[=

}1,,...,{صورت  nS αα= 0بنابراین وجود دارند . وابسته خطی است 1, ,..., nc c c F∈ بقسمی  
0که   11 ... 0n

nc c cα α× + × + + 0با قرار دادن . = 1( ) ... n
nf x c c x c x= + + داریم +

0)( =αf وحکم برقرار است.  
]جبري است  Fروي  αبنابراین    ( ) : ]F Fα   .متناهی باشد ⇔

باشد، آنگاه  Eهی روي توسیع متناKو  Fیک توسیع متناهی میدان  Eاگر . 5.3.4 قضیه
K  یک توسیع متناهی رويF است و داریم :  

[ : ] [ : ] [ : ]K F K E E F= ×  
},,...,{فرض کنید  .برهان 21 nαααα },,...,{و  = 21 mββββ براي  ایی به ترتیب پایه =
  :کافی است نشان دهیم. باشند Eروي  Kو فضاي  Fروي  Eفضاي 

 { |1 , 1 }i j i n j mγ α β= ≤ ≤ ≤ ≤   
  .است Fروي  Kیک مبناي 

  :اریمپس د K∈υفرض کنید   

1
. .

m

i j j
j

c E s t cυ β
=

∃ ∈ = ∑   
jcچون  E∈ داریم:  

1
. .

n

ij j ij i
i

t F s t c t α
=

∃ ∈ = ∑  
  بنابراین 

1 1 1 .
( )

m m n

j j i j i j ij i j
j j i i j

c t tυ β α β α β
= = =

= = =∑ ∑ ∑ ∑  
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ید ، فرض کنγبراي استقلال خطی . است γترکیب خطی از عناصر  Kیعنی هر عضو 
0=∑ jiijt βα  بنابراین  

mjtt
n

i
iji

m

j
j

n

i
iji ,...,2,1,00)(

11 1
=∀=⇒= ∑∑ ∑

== =

αβα  
i,بنابراین به ازاي هر  j  0داریمi jt   .مستقل خطی هستند βو  αزیرا . =

4321اگر ) 1 -6.3.4نتیجه  EEEE   اه، آنگ≥≥≥
]:][:[]:[]:[ 12233414 EEEEEEEE ×=  

EFفرض کنید ) 2 αβ)(در این صورت اگر . جبري باشدFروي  E∈αو ≥ F∈ آنگاه  
 ),deg(|),deg( FF αβ.  

  .به سادگی از تعمیم قضیه قبل به دست می آید) 1برهان 
)داریم ) 2ثبات براي  ا ) ( )F F Fβ α≤   پس ≥

]:)([)](:)([]:)([ FFFFFF ββαα ×=  
  بنابراین 

),deg(]:)([|]:)([),deg( FFFFFF ααββ ==  

23چند جمله ایی . 7.3.4 مثال −x  در( )زیرا اگر . ریشه ندارد ¤(2 2)α یک ریشـه   ¤∋
23 −x 3آنگاه  ،باشد deg( , ) | deg( 2, ) 2α= =¤   .که تناقض است ¤

ــذکر ــه تعریــف  . E∈21,ααباشــد و Fیــک توســیع میــدان Eفــرض کنیــد . 8.3.4ت ــا ب بن
1شــامل  Eکــوچکترین زیــر میــدان  2{ , }F α α∪ را بــا},{ 21 ααF بنــابراین . نشــان مــی دهــیم

)))(((),( 2121 αααα FF Enبه طور مشـابه اگـر   . = ∈ααα ,...,, },...,{آنگـاه   21 1 nF αα 
  . تعریف می شود

)میـدان   .9.3.4 مثال 2,  یـک مبنـاي  }2,1{مـی دانـیم کـه    . را در نظـر مـی گیـریم    ¤(3
( ــت¤(2 4از طرفــی . اس 2( 2 3, ) 10 1p x x+ = − )degپــس ¤+ 2 3, ) 4+ ، یعنــی ¤=

3 , ( 2)∉ )یک مبناي  S=}6,3,2,1{با توجه به اثبات قضیه . ¤ 2,   .است ¤(3
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2بنابراین  3 ( 2, 3)+   :یمو با توجه به قضیه دار ¤∋
[ ( 2, 3) : ] [ ( 2, 3) : ( 2 3)][ ( 2 3), ]= + +¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤  

  از طرفی 
[ ( 2, 3) : ] [ ( 2 3) : ] 4= + =¤ ¤ ¤ ¤.  

  بنابراین
 [ ( 2, 3) : ( 2 3)] 1 ( 2, 3) ( 2 3)+ = ⇒ = +¤ ¤ ¤ ¤  

)و در نتیجه  2,   .یک توسیع ساده است ¤(3
3به طور مشابه نشان دهید که   6. ( 2, 2) ( 2)=¤ ¤  

ــف ــد   .10.3.4 تعریـ ــرض کنیـ EFفـ ــن . ≥ ــند    در ایـ ــته باشـ ــود داشـ ــر وجـ ــورت اگـ صـ
Eak ∈,...,, 21 αα  بقسمی که),...,,( 21 kaFE αα=آنگاه گوییم E  یک توسیع متناهی  

  .تولید شده است

)می دانیم ) 1-11.3.4مثال  )i=£   .یک توسیع متناهی تولید شده است £پس  ¡
      2 (( )π¡ روي یک توسیع متناهی تولید شده است که توسیع متناهی نیست.  

  یک توسیع با تولید متناهی از میدان Fقضیه زیر نشان می دهد که هر توسیع متناهی از میدان   
Fآیاعکس این حکم برقرار است؟. است  

یک توسیع با تولید Eباشد آنگاه Fیک توسیع متناهی از میدان Eفرض کنید . 12.3.4هقضی
  .است Fمتناهی از 
nFEفرض کنید . برهان FFE)1(پس  n=1اگر . ]:[= ==.  

2,1فرض کنید  ≥−∈ nFEα  2پس]:)([ 1 ≥FF α . اگر)( 1αFE آنگاه حکم برقرار =
)(در غیر این صورت . است 12 αα FE   بنابراین.را انتخاب می کنیم ∋−

2)](:),([ 121 ≥ααα FF  

www.topsoal.ir

http://www.
http://topsoal.ir


59 

 

),(اگــر  21 ααFE برقــرارا ســت، در غیــر ایــن صــورت بــا ادامــه فرآینــد       کــه حکــم  =
Ek ∈ααα ,..., )...,(وجود دارند که  21 1 kFE αα= .زیرا  

.)],...,(:[...)](:),(][:)([]:[ 11211 tFEFFFFFEn αααααα ××==  

12اگر . 13.3.4 قضیه ,,..., ααα n  رويF  جبري باشند آنگاه),...,( 1 nFE αα= یک توسیع
  .استFبري روي ج

),...,(روي  iαپـس  . جبـري اسـت  Fروي  i ،iα≤2بـه ازاي  . برهان 11 −iF αα    نیـز جبـري
]),...,(:),...,[(بنـــــابراین . اســـــت 111 −ii FF αααα ر نتیجـــــه د. متنـــــاهی مـــــی باشـــــد

]:),...,([ 1 FF nαα  به دست می آید 4.3.4توسیع متناهی است و اینک حکم از قضیه.  
  
  مثال زیر نشان می دهد که عکس . قبلا ثابت شد که هر توسیع متناهی یک توسیع جبري است 

  . برقرار نباشد ،آن ممکن است
)در این صـورت  . باشد عدد اول pفرض کنید . 14.3.4  مثال 2, 3,..., ,...)E p= یـک   ¤

  است که توسیع متناهی نیست ¤توسیع جبري 
,...,1بنــــابراین اعــــداد اول . E∈αفــــرض کنیــــد . راه حــــل kP P  وجــــود دارنــــد کــــه

1( ,..., )r rE p pα ∈ = جبـري  )αدر نتیجـه  ( rEجبري اسـت پـس    ¤روي  ipچون . ¤
  .جبري استEبنابراین . است

  .حال زنجیر صعودي اکید زیر متوقف نمی شود
( 2) ( 2, 3) ( 2, 3, 5) ...< < < <¤ ¤ ¤ ¤  

  .نیستمتناهی  Eبنابراین 
  
  میدان بسته جبري 4.4 

EFفرض کنیـد   β،و ≥ α رويF   بنـابراین  . جبـري باشـند),( αβFرويF  جبـري اسـت .
),(چون  βαβα F∈± ( 0) ,α

β
β

  :ر را داریمپس قضیه زی، ≠
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EFفرض کنید . 1.4.4 قضیه EF ;جبري است Fروي  α{ در این صورت  > ∈= α{  
مجموعـه تمـام اعـداد     نتیجـه در .نـامیم  Eدر  Fبستار جبـري   که آنرا. است Eزیر میدانی از 

  .جبري تشکیل یک میدان میدهد
 xF][نامیم، هر گاه هر چنـد جملـه ایـی غیرثابـت از      بسته جبريرا  Fمیدان. 2.4.4 تعریف

  .ریشه داشته باشد Fدر 
بـه  xF][بسته است اگر و فقـط اگـر هـر چنـد جملـه ایـی غیرثابـت از         F میدان . 3.4.4 قضیه

  .تجزیه شود )درجه اول(حاصل ضرب عوامل خطی 
)(][برهان فرض کنید  xFxf ریشـه ایـی    Fدر xf)(پـس  . چند جمله ایی غیر ثابت باشد∋

)()()(بنابراین . داردαمانند  xgxxf α−= . اکنون اگر)(xg      غیـر ثابـت باشـد، ریشـه ایـی
)())(()(دارد و در نتیجه bچون  xhbxaxxf   .با ادامه فرآیند حکم ثابت می شود. =−−
baxید فرض کن. بعکس bxپـس  . باشـد  xf)(یکی از عوامل غیرثابت تجزیـه   +

a
= یـک   −

  .است xf)(ریشه 
  .داراي یک بستار جبري است Fبااستفاده از لم زورن می توان نشان داد که هر میدان 

از دو روش جبري و تحلیلی می توان ثابت نمود که از حوصـله ایـن درس خـارج    را  قضیه زیرا
  .است

  .، بسته جبري است£میدان اعداد مختلط ). اساسی جبر(. 4.4.4قضیه 
  
   

  ترسیم با خط کش و پرگار 5.4
  
ر می خواهیم چنـد  خط کش غیرمدرج و پرگا ،با استفاده از توسیع هاي میدان  بخش در این   

  :مساله قدیمی مشهور را سامان دهیم
  .آیا می توان مکعبی رسم کرد که حجم آن دو برابر حجم مکعب مفروض باشد)1
  .آیا می توان مربعی رسم کرد که مساحت آن برابر مساحت دایره مفروض باشد) 2
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  ).قسیم کردیعنی بر سه قسمت مساوي ت(آیا می توان یک زاویه دلخواه را تثلیث کرد ) 3
البته فرض بر این است که با ترسیم هاي استاندارد با خط کش و پرگار که در هندسه مسـطحه  

باشـد مـی تـوان از ایـن      lنقطه ایی غیرواقع بر خط  Pبخصوص اگر . آشنایی داریم ،می آیند
  .رسم کرد) lعمود بر ( lنقطه خطی موازي بر 

  
را رسـم پـذیر    αعدد حقیقـی  . فرض کنید پاره خطی به طول واحد داده باشد. 1.5.4 تعریف

با استفاده از خط کش و پرگار و پاره خط به طـول   α||نامیم هر گاه بتوان پاره خطی به طول 
  .رسم کرد واحد،

ــیه ــر . 2.5.4 قضـــ ــاه     βو  αاگـــ ــند آنگـــ ــذیر باشـــ ــم پـــ ــی رســـ ــداد حقیقـــ اعـــ
( 0) , , ,α
β αβ α β α β

β
≠ −   .ترسیم پذیرند +

|پاره خط هاي به طول . برهان | | |،β α 0براي . داده شده اند, >βα  با خط کش پاره خط
، پاره خطی به αرا امتداد دهیم و سپس با استفاده از پرگار از یک طرف پاره خط  αبه طول 

βαاین کار پاره خط . جدا می کنیم βطول  بـروش مشـابه پـاره خـط     . را رسـم مـی کنـد    +
βα   .جدا می شود −
  
 
  
  

βو  αβاعداد 
α با استفاده از شکل هاي زیر ساخته می شوند.  
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  :که داریم ،حال حکم از تشابه مثلثها به دست می آید

||
||||

||
||

1
||

|;|||||
||

||
||

1

β
α

β
α

βα
β

α

=⇒=

=⇒=

OQOQ

oQ
OQ

  

  .اعداد حقیقی است مجموعه تمام اعداد رسم پذیر زیر میدانی از. 3.5.4 نتیجه
). اسـت  ¡میـدان اول   ¤. (اسـت ¡کوچکترین زیر میـدان  ¤با توجه به اینکه . 4.5.4 تذکر

  .می باشد ¤پس میدان اعداد رسم پذیر شامل 
 

¤×نقاط . 5.5.4 مثال   .رسم پذیرند ¤
)فرض کنید . راه حل , )a b ∈ ×¤ a,با توجه به اینکه . ¤ b )0,(و a),0(پس نقـاط  ¤∋ b  رسـم
),(در نتیجه با توجه به نمودار زیر نقطه . پذیرند baرسم پذیر است.  

 
 
 
 
  
  

بـه صـورت    lپس معادله (خطی باشد که از دو نقطه گویاي مشخص می گذرد  lفرض کنید 
0ax by c+ + ,است که  = ,a b c همچنین معادله دایره به شعاع و مختصـات مرکـز گویـا    . ¤∋

022نیز به صورت  =++++ feydxyx  واضـح اسـت کـه چنـین خطـوط و دایـره       . اسـت
  .هایی قابل رسم است با کمی تامل متوجه می شویم که نقاط زیر نیز قابل رسم است

  تقاطع دو خط به صورت بالا) الف     
  تقاطع دو دایره به فرم بالا) ب      
  .تقاطع یک خط و یک دایره به فرم بالا) ج      
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¤×بنـابراین عضـو   . هسـتند  .xyهاي اول و دوم، داراي مقادیر گویا بـراي   نقاط حالت مـی   ¤
  .یعنی نقاط رسم پذیر جدیدي به دست نیم آوریم. باشند

0dxبراي این کار نقاط تقاطع خط. اکنون به بررسی نقاط حالت سوم می پردازیم  ey f+ + = 
2یره  و دا 2 0x y ax by c+ + + +   : حالتهاي زیر داریم. را به دست می آوریم =

داریم  d=0اگر  )1
e
fy −

  و بنابراین  =
2 2 20 ( ) ( )f fx ax b c Ax Bx C

e e
− −

= + + + + = + + 

,که  ,A B C ∈¤.  
Cxپس  A=0وقتی که 

B
−

= fyون چ. ¤∋
C
−

= )پس ¤∋ , )x y ∈ ×¤ ¤.  
02با حل معادله  A=0اگر  =++ CBxAx  داریم که[ ( ) : ] 2, ( )u x u= ∈¤ ¤ ¤  

)1که در این حالت می توانیم فرض کنیم ( d≠0اگر ) 2 =d . در نتیجهfeyx و بـا   =−−
02جایگذاري در معادله دایره معادله  =++ CByAy   1(به دست می آید که مشابه حالـت (

,داریم  ( )x y u∈¤.  
¤×یعنی حالت سوم می تواند شامل نقاط رسم پذیر غیر از نقاط    .باشد ¤

0cفرض کنید  .6.5.4 لم   .رسم پذیر است cعددي رسم پذیر باشد آنگاه  <
  :نمودار زیر را در نظر می گیریم: برهان

  
  
  

|: داریم | | |
| | | |
OQ OP
OA OQ

  و بنابراین =
2| | | | | | | |OQ OA OP c OQ c= × = ⇒ =  

روي میدان اعداد گویا جبـري و   cه رسم پذیر باشد، آنگا cهر گاه عدد حقیقی. 7.5.4 قضیه
  .می باشد 2از درجه توانی از 
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)رسم پذیر است بنابراین نقطـه   cچون . برهان ,0)c      را میتـوان بـا اسـتفاده از دنبالـه متنـاهی از
)1دنباله بـه  اولین عضو . به دست آورد) نقاط الف تا ج(ترسیم ها  )υ¤    2تعلـق دارد کـه

1υ ∈¤ 
]1و  t=0یـا   1یعنی  ( ) : ] 2tυ =¤ 1مـین نقطـه بـه    دوبـه همـین نحـو     ¤ 2 1 2( , ) ( ( ))( )υ υ υ υ=¤ ¤ 

2متعلق است کـه  
2 1( )υ υ∈¤ .      بـا ادامـه فرآینـد سـرانجام بـهc   یعنـی وجـود دارنـد    . مـی رسـیم

2
1 1( ,..., )i iυ υ υ 1که ¤∋− 2( , ,..., )nc υ υ υ∈¤ و داریم:  

1[ ( ,..., ) : ] 2k
nυ υ =¤ ¤  

  .اینک نشان می دهیم که بعضی از ترسیم ها غیر ممکن هستند

یعنی در صـورتی کـه طـول ضـلع مکعبـی داده      . تضعیف مکعب غیر ممکن است. 8.5.4 قضیه
نمی توان فقط با استفاده از خط کش و پرگـار ضـلع مکعبـی رابـه دسـت آورد کـه       . دشده باش

  .حجم آن دو برابر حجم مکعب داده شده باشد
. مـی باشـد   1پس حجـم آن مسـاوي   . باشد 1فرض کنید طول ضلع داده شده مساوي . برهان

3در واقع طول ضلع آن بـا  . باشد 2حجم آن یعنی بایدمکعبی رسم کنیم که  باشـد کـه ایـن     2
  کار ممکن نیست زیرا 

23]:)2([ 3 ≠=QQ  
3یعنی    .ساختنی نیست )2

رسم مربعی که مساحت آن برابر مساحت دایره ایی بـه شـعاع یـک باشـد ممکـن      . 9.5.4 مثال
  .نیست

 πچـون  . رسـم کنـیم  πباشد پس باید ضلعی به طول πحت باید مساوي راه حل چون مسا
  .نیز جبري نیست، یعنی حکم برقرار است πجبري نیست پس  Qروي 

  
را رسم پذیر نامیم هر گـاه نقـاط رسـم    ) اندازه بر حسب رادیان است(θزاویه  .10.5.4 تعریف

P وQ  وجود داشته باشد که اندازه زاویهPOQ بر حسب رادیان برابرθ باشد.  
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یک زاویه بر حسب رادیان باشد در ایـن صـورت گـزاره هـاي     R∈θفرض کنید  .11.5.4 لم
  زیر معادلند 

  .ساخت پذیر است θزاویه )1
2( θCosساخت پذیر است.  
3( θSinساخت پذیر است.  

12. برهان 13و ⇐   .از نمودار زیر به دست می آید⇐
  
  
  

23براي اثبات  1 پس .ساختنی است θCosچون ⇐ cosSinθ θ=   .نیز ساختنی است −
31و اثبات    .به عنوان ترین واگذار می شود⇐

  .پرگار ممکن نیستدرجه با خط کش  60تثلیث زاویه . 12.5.4 مثال
33با توجه به فرمول . راه حل 4 3Cos Cos Cosθ θ θ=  20Cos=αو θ=20، قرار می دهیم −
  :داریم

2
134 3 =− αα  

168بدلیل اینکه  3 =− αα تحویل ناپذیر است پس  
[ ( ) : ] 3α =¤ ¤  

یعنی 
12
π

α Cos=  ساختنی نیست و در نتیجه زاویهo20درجه قابل ساختن نیست.  

2ضلعی منظم کافی است زاویه  -nاینک مساله رسم یک   
n n

π
θ  nزیـرا هـر   . را رسم کنیم=

ي به شعاع وحد محـاط کنـیم و بنـابراین کـافی اسـت نشـان       ضلعی منظم را می توان در دایره ا
  .ساختنی است nCosθدهیم 

  
  .ضلعی منظم می توان نشان داد -nقضایاي زیر را براي رسم یک    
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1عـدد طبیعـی باشـد و     n<1فرض کنید . قضیه 2
1 2 ... n

nn P P Pα α α=   تجزیـه بـه عوامـل اول    یـک
کـه  iبـراي هـر    اگـر  ضلعی مـنظم سـاخت پـذیر اسـت اگـر و فقـط       -nدر این صورت . باشد

si   .ضلع ساخت پذیر باشدipچند ضلعی با  1≥≥
 

nفرض کنید . قضیه ضـلعی مـنظم    -nدر ایـن صـورت  . ام واحد باشد-nیک ریشه  zو ¥∋
]ساخت پذیر است  ( ) : ]z ⇔¤   .باشد 2توانی از  ¤

 
ضـلعی سـاخت پـذیر اسـت      -pدر این صـورت  . عددي اول و فرد باشد pفرض کنید . قضیه

2 1mp = +   ).گوییم مابه این اعداد، اعداد اول فر(⇔
 

12اگر . نتیجه ...k
tn p p= 0کهk 1و  ≤ 2, ,..., tp p p  آنگـاه    .باشـند  متمـایز  اعداد اول فـردn- 

  .پذیر است ضلعی منظم ساخت
  
  

  قضیه اساسی گالوا 6.4
    

گروه گالواي یک توسیع میدان دلخواه را تعریف نموده و شرایط مورد نیاز بـراي   فصل در این
  این قضیه مسایل مربوط به میدان ها، چند . اثبات قضیه اساسی نظریه گالوا را فراهم می کنیم

  .ان می کندجمله ایی ها و توسیع ها را به زبان نظریه گروه ها بی

:تابع  . یک میدان باشدFفرض کنید  F Fσ نامیم هر گاه به  Fرایک خودریختی میدان  →
Fbaازاي هر    :داشته باشیم ,∋

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
a b a b
ab a b

σ σ σ
σ σ σ

+ = +
 = ×

  
)عمل ترکیب یک گروه است که با نماد  با Fمجموعه همه خودریختی هاي میدان  )Aut K 

  .نشان می دهیم
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)زیر گروهی از  Gفرض کنید  )Aut K قرار می دهیم. باشد.  
{ | ( ) ; }GK a K a a Gσ σ= ∈ = ∀ ∈  

  .است Kزیر میدان  GKبا نمادهاي بالا . 1.6.4 لم
GKbaفرض کنید . برهان   در این صورت  ,∋

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

G

G

a b a b a b a b K
ab a b ab ab K

σ σ σ

σ σ σ

− = − = − ⇒ − ∈

= = ⇒ ∈
  

  آنگاهb≠0هرگاه 

GKbbbb ∈⇒== −−−− 1111 ))(()( σσ  
  .نامیمGرا زیر میدان ثابت  GKزیر میدان 

  :قرار می دهیم. باشدKیک توسیع میدان  Fفرض کنید 
( , ) { ( ) | ( ) , }Aut F K Aut F a a a Kσ σ= ∈ = ∀ ∈  

),(در این صورت  KFAut  زیر گروه)(FAutاست.  

¡≥می دانیم که . 2.6.4 مثال )فرض کنید . £ , )Autσ ∈ £   پس  ¡
2 2( ( )) ( ) ( 1) 1 ( )i i i iσ σ σ σ= = − = − ⇒ = ±  

ibabiaiba.                                                                      و ±=+=+ )()()()( σσσσ  
1پس  2( , ) { , }Aut σ σ=£ iσ:که ¡ →£   و  £

1

2

( )
( )
a ib a ib
a ib a ib

σ
σ

+ = +
+ = −

  
)حال می خواهیم ببینیم  , ) ?Aut =£ ¡£.  

2 ( , )( ) 0 .Auta ib a ib a ib a ib bσ + = + ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =£ ¡£ ¡  

3می دانیم که . 3.6.4 مثال )(2یک ریشه چند جمله ایی  2 3 −= xxfکه روي  است¤ 
)3قرار می دهیم . تحویل ناپذیر است 2)F =   بنابراین . ¤

{ }23 3
. . 22 ( 2) iF α α α α= + + ∈¤  
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) اگر , )Aut Fσ ∈ 3آنگاه  ¤ 33 3( ( 2)) ( 2) (2) 2σ σ σ= = نیز یک ریشه  3σ)2(یعنی =
)(xf چون . است)(xf 33پس  .فقط یک ریشه حقیقی دارد 2)2( =σ بنابراین و   

23
2

3
1.

23
2

3
1. )2(2))2(2( αααααασ ++=++   

}در نتیجه .  id=σیعنی  }( , )Aut F id=¤  و( , )Aut FF F=¤.  

)باشد و  Kیک توسیع میدان Fفرض کنید . 4.6.4 قضیه ) [ ]f x K x∈ . هرگاهu F∈  یک
),(و  باشد fریشه  KFAut∈σ آنگاهFu ∈)(σ  نیز یک ریشهfاست.  
فرض کنید . برهان

1

n
i

i
i

f c x
=

= )(0و پس ∑ =ufو داریم:  

1 1 0
0 ( ( )) ( ) ( )( ( )) ( ( ))

n n n
i i i

i i i
i i i

f u c u c u c uσ σ σ σ σ
= = =

= = = =∑ ∑ ∑  
  .و حکم ثابت می شود

ــال ــه ازاي  . 5.6.4 مثـ ــه بـ ــیم کـ 41مـــی دانـ ≤≤ i ؛
2

5
i

w e
π

ــی   = ــه ایـ ــد جملـ ــه چنـ ریشـ
1234 ++++ xxxx  قرار مـی دهـیم  . تحویل ناپذیر است ¤است که روي. ( )F w= اگـر   ¤

( , )Aut Fσ ∈ iwwآنگاه ¤ =)(σ  41که ≤≤ i)  1(1چون( =σ1پس)( ≠wσ . (  در نتیجـه
  : داریم

2 3 2 3
0 1 2 3 0 1 2 3( ) ( ) ( ) .i i i

i w w w w w wσ α α α α α α α α+ + + = + + +  
}{پس  1 2 4( , ) , ,...,Aut F σ σ σ=¤  1کهσ  عنصر همانی است و  

4
2
23

3
2 , σσσσ 1و ==

4
2 σσ =  

)یعنی  , )Aut F   .می باشد 4وه دوري از مرتبه یک گر ¤
}قرار می دهیم  }41,σσ=H .   1پــس

4
2

2
4 σσσ )یــک زیــر گــروه Hیعنــی . == , )Aut F ¤  

  HK=?حال . است
2 3 2 3

4 0 1 2 3 0 1 2 4( )a aw a w a w a aw a w a wσ + + + = + + +  
  :بنابراین داریم

www.topsoal.ir

http://www.
http://topsoal.ir


69 

 

4 8 12 2 3
0 1 2 3 0 1 2 3

4 3 2 2 3
0 1 2 3 0 1 2 3 1 2 30,

a a w a w a w a a w a w a w

a a w a w a w a a w a w a w a a a

+ + + = + + +

⇒ + + + = + + + ⇒ = =
  

  در نتیجه
.{ }2 3

0 2 0 2( ) ,HK a a w w a a= + + ∈¤  

,دو عضو . باشد Fیک توسیع جبري  Fفرض کنید  .6.6.4 تعریف Fα β    Eرا روي  ∋

  . مساوي باشند βو αایی تحویل ناپذیر  هر گاه چندجمله، نامیم مزدوج

ibaچـون  . گیریم را در نظر می ¡روي  £توسیع ) 1 -7.6.4 مثال ibaو  + ریشـه هـاي    −
222چند جمله ایی تحویل ناپذیر  2 baaxx ibaهستند پس  +++ ibaو +   .مزدوجند −

        2 (
2

5
i

iw e
π

ــه ازاي  = ,1بـ 2, 3, 4i ــذیر      = ــل ناپـ ــه اي تحویـ ــد جملـ ــاي چنـ ــه هـ ریشـ
1234 ++++ xxxx پس .می باشندiw مزدوجند.  
  

βαفرض کنیـد  . 8.6.4 قضیه )degجبـري باشـند و   Fروي میـدان  , , )F nα در اینصـورت  =
, : ( ) ( )F Fα βψ α β→ با ضابطه  

1
11.

1
11., ...)...(: −

−
−

− +++=+++ n
n

n
n cccccc ββααψ βα  

icکه  F∈  از)(αF  به)(βFیکریختی است اگر فقط اگر α  وβمزدوج باشند.  
βαψفرض کنید . برهان f,یکریختی باشد و , g    چند جمله ایی هاي تحویل ناپذیر تکـین کـه

0)()( == βα gfبنابراین داریم:  

,0 ( ( )) ( ) ( ) ( )f f g x f xα βψ α β= = ⇒  
)چون  )f x تحویل ناپذیر و تکین است پسgf αβیعنی =   .مزدوجند,
)فرض کنید . بعکس )p x      0چند جمله اي تحویـل ناپـذیر تکـین باشـدکه)()( == βα pp 
]حــال  ] [ ]: ( ), : ( )F X F F X Fβ αφ β φ α→  ی شــودکــه نتیجــه مــهمریختــی پوشــا هســتد  →
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( ): ( )
( )

F x F
p xαφ α→

<
]و   ]: ( )

( )
F x

F
p xβφ β→

<
ــتند  ــابراین . یکریختــــــــــی هســــــــ بنــــــــ

)()(:1 βαφφ αβ FF   .یکریختی است −→
  

وسیع ترا یـک   Eدر این صورت . باشدFیک توسیع متناهی  Eفرض کنید . 9.6.4 تعریف
FEهرگاه  ،نامیم F نرمال FEG =),(.  

   :به عبارت دیگر داریم
, ( , ) . . ( ) .x E F G E F s t x xσ σ∀ ∈ − ∃ ∈ ≠  

]یک میدان و Fفرض کنید   . 10.6.4 تعریف  ]( )f x F x∈    ایـی بـا درجـه     یـک چنـد جملـه
]در  xf)(گوییم .مثبت باشد ]xF اگـر   ،شود می تجزیه)(xf     را بتـوان بـه صـورت حاصـل

]ضربی از عوامل خطی در  ]xF یعنی. نوشت  

1( ) ( )...( )nf x u x a x a= − −  
,که در آن  iu a F∈.   

]فرض کنید  ]xFxf از  Eگوییم توسیع میـدان  . جمله اي با درجه مثبت باشدیک چند  )(∋
F ایی  چند جمله گر میدان تجزیه( )f x  رويF است هر گاه( )f x  در[ ]xE  تجزیه شده
),...,(و  1 huuFE 2، که در آن = 1,..., ,nu u u  ریشه هاي( )f x  درE هستند.  
]هـاي از درجـه مثبـت در     ایـی  ایی از چند جمله مجموعه Sفرض کنید      ]xF  گـوییم  . باشـد

]در Sگر عناصر  میدان تجزیهFاز  Eتوسیع میدان  ]xFایـی از   است هرگاه هر چند جملهS 
]در  ]xE  تجزیه شود وE  رويF هاي همه چنـد جملـه ایـی هـاي در      توسط ریشهS   تولیـد

  .گردد
  

ــال ] .)1 -11.6.4مثـــ ]2 2x x− ــی  ¤∋ ــر مـــ ــریم را در نظـــ ــه  . گیـــ ــیم کـــ ــی دانـــ مـــ
)2)(2(22 +−=− xxx . بنابراین( 2) ( 2, 2)= −¤ 22 گر یک میدان تجزیه ¤ −x 
  .است ¤وي ر
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]ایی  چند جمله  )2     ]3 2x x− 3مـی دانـیم کـه    . را در نظر مـی گیـریم   ¤∋ یـک ریشـه آن   2
  .گر آن نیست زیرا دو ریشه دیگر آن مختلط هستند میدان تجزیه 3Q)2(ولی . است

  
) وباشد  Fروي  S گر تجزیهمیدان  Eهر گاه  .12.6.4 تبصره )E F X=   کـهX   مجموعـه

پـس   ،جبـري اسـت   Fروي  Xچون هر عضو . است Sهمه ریشه هاي چند جمله ایی ها در 
E  رويF جبري است.  

}اکنون اگر  }1 2, ,..., kS f f f= بنابراین . متناهی باشد [ ]FE نشان داد متناهی است و می توان :
1گر  ان تجزیهبا مید Sتجزیه گر که میدان  2... kg f f f= لذا میدان تجزیه گر. برابر می باشدS 

  .نامتناهی باشد بحث میشود Sفقط متشکل از یک چند جمله اي باشد یا  Sدر دو حالت 
  
)ان تجزیـه گـر   میدKحال فرض کنید     )f x  در[ ]xF  و)(xp      یـک عامـل تحویـل ناپـذیر

( )f x  در[ ]xF 2باشد که 1...، ،α α  وnα ریشه هاي آن هستند، آنگاه به ازاي هرi  خودریختی
),(مانند  FKGi ∈σ  وجود دارد کهii αασ =)(   ...)با استفاده از قضایاي( 1

]همچنین می توان نشان داد که هر گاه  ]xFxf باشد، آنگاه میدان تجزیـه  n≤1از درجه )(∋
]وجود دارد که  Fاز  Eمانند  يگر ] !: nFE ≤.  
  

)(][فرض کنید . 13.6.4 تعریف xFxf در این . باشدFمیدان تجزیه گر آن روي Eو ∋
),(صورت گروه  FEGختی هاي ، گروه خودریE که هر عنصرF  ،را ثابت نگه می دارد  

  .نامیم xf)( گروه گالوايرا

را می توان به عنوان گروهی از جایگشتهاي ریشه xf)( توجه شود که گروه گالواي    
),(باشد و  xf)(ریشه ایی از  αزیرا اگر . هایش در نظر گرفت FEG∈σ آنگاه)(ασ   

  .خواهد بودxf)(ریشه ایی از 

www.topsoal.ir

http://www.
http://topsoal.ir


72 

 

این قضیه تناظري . معروف است اساسی گالواکه به قضیه  محال قضیه ایی را بیان می کنی   
و زیرگروه هاي گروه گالواي آن به  xf)(بین زیرمیدانهاي، میدان تجزیه گر  یک به یک

همچنین براي به دست آوردن شرطهایی جهت حل پذیري ریشه هاي یک . وجود می آورد
  .چند جمله ایی به وسیله رادیکالها به کار می رود

  
)(][فرض کنید که . 14.6.4قضیه xFxf   و گروه  Eیک چندجمله با میدان تجزیه گر ∋

),(گالواي  FEG به ازاي هر زیر میدان . باشدT  ازE که حاويF باشد، فرض کنید که  
},)(|).({),( TtttFEGTEG ∈∀=∈= σσ  

),(و به ازاي هر  FEGH   :قرار می دهیم، ≥
},)(|{ HxxExEH ∈∀=∈= σσ  

  به روي مجموعه Fشامل  Eدر این صورت تناظر یک به یکی از مجموعه همه زیر میدانهاي 
),(زیرگروه هاي   FEG  وجود دارد)),()(( TEGT =φ  که  

       1( ),( TEET G= ،  
       2 ( ( , )HH G E E=  و( ( , ) : ( . )) [ : ]G E F G E T T F=؛  
       3(T  یک توسیع نرمالF است اگر و فقط اگر( , ) ( . )G E T G E F<؛  
)باشد آنگاه  Fیک توسیع نرمال  Tاگر ) 4        , )( , )

( , )
G E FG T F
G E T

;.  
  

)فرض کنید . 15.6.4 مثال 2, 3)E =   است و  ¤توسیع نرمال Eپس . ¤
}6,3,2,1{=X   

),(},,,{بنابراین. ¤وي ر Eیک مبناي  4321 σσσσ=FEG که  
     1 (di=1σ؛  
    2 (2)2(2 −=σ ، 6)6(2 −=σ 2وσ اعضاي دیگر را ثابت نگه می دارد.  

     3 (3)3(3 −=σ ، 6)6(3 −=σ 3وσ بقیه اعضا را ثابت نگه می دارد.  
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     4(  2)2(4 −=σ ،3)3(4 −=σ 4وσ بقیه اعضا را ثابت نگه می دارد.  
  :یک موردنظر در قضیه گالوا به صورت زیر است هب و تناظر یک

1 2 3 4 1 2

1 3 1

{ , , , }; ( 3) { , }

( 2) { , }; ( 2, 3) { }.

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ

↔ ↔

↔ ↔

¤ ¤

¤ ¤
  

)4چون  , )G E F K; هر زیر گروه ،),( FEG ایی نیز  نرمال و در نتیجه تمام میدانهاي واسطه
  .باشند نرمال می

  
  تمرینات

  
]هاي  ایی جمله چند گر تجزیه میدان -1 ]3 4 22, 5 6x x x x− − + 2و ¤∋ 2{ 3, 1}S x x= − را بدست  +

  .آورید
1ایی منیمال  ملهج چند -2 3 , 2 3α β= + =    .بدست آورید  ¤را  روي   +
3uقرار دهید  -3 a b= a,که  + b   ص کنید کهرا طوري مشخ  bو  aمقدار. ¤∋

                      deg ( , ) 1, 2, 3, 6u =¤    
degآیا ممکن است        ( , ) 4u   .دلیل خود رابیان کنید ؟¤=

Fαو  Kیک توسیع میدان  Fاگر -4 )و  غیر جبري باشد Kروي ∋ ) [ ]f x K x∈ از  ایی لهمج چند
)ثابت کنید . درجه بزرگتر یا مساوي یک )fβ α=   نیز رويK غیر جبري است.  

] ایی جمله چند گر تجزیه اگر ح عددي اول باشد، میدان -5 ]2px x− توسیع  را بدست آورید ودرجه ¤∋
  .آنرا  مشخص کنید

3قرار دهید -6 2u )اولا فرم عناصر . = )u¤ 4ثانیا عناصر . را بنویسید 3u u u− − ،3
u

2و  
2

u
u

−
+

 را 
)فرم عناصر  به )u¤ بنویسید.   
) نشان دهید که -7 2, )i¤  است  ¤توسیع ساده. 

  .نشان دهید که هر میدان متناهی بسته جبري نیست -8
  بدست آورید  ¡را روي میدان اعداد خقیقی   £ي گروه گالواي اعداد مختلط  مرتبه  -9

]ایی هاي  جمله گروه گالواي چند -10 ]4 2 2 25 6, ( 3)( 1)x x x x x− + − + بدست   ¤را روي  ¤∋
     .آورید
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