
به نام او
 خلاقيتآزمون

 !ی قيصرگيردست. ۱

در يکی ازقيصر. گير کنددست را،دارسابقهيکی از اراذل و اوباشقيصر،خواهدمینيروی انتظامی
در دو حالت. استمتواری خيابان افقی،nخيابان عمودی وn، شامل شکل مربعییهای شهرکخيابان

گير شود؟دست قيصرنياز است که در هر صورتالف و ب، به چند مأمور

از کاريکاتوری از جمال رحمتیقسمتی

 .دشون می مطلعموقعيت اويابی تلفن همراهش از هر لحظه با ردست وبرابر اقيصربامأمورينسرعت. الف

 از کنار او رد نشود اطلاعی از مأموریتا، تلفن همراهش خاموش است ونامحدود است قيصرسرعت. ب
 .آوردمکان او به دست نمی

 .توانند بايستند يا تغيير مسير دهندتوجه کنيد که حرکت افراد پيوسته است و هر جا که بخواهند می

 .های بالا و پايين برای جواب بيابيداگر موفق به يافتن جواب دقيق نشديد، کراندر هر قسمت
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 !درگيری مثلثانه. ۲

 دو مثلث مجزایثابت کنيد. ايمهای غيرمتقاطع به هم وصل کردهخطپارهرا دو به دو با در فضانقطهشش
 .در هم گير کرده به وجود آمده است
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هاایچندجمله .۳

داشته۱۳۸۷ازتربزرگیبيضرکدامهرکهداردوجودحيصحبيضرابایاچندجملهدو ديکنثابت. الف
.باشد -۱ اي ۱ ،۰هاآنضربحاصلبيضرایولباشد

xآيا مضربی از. ب x− +2 3  باشد؟-۱ يا۱ ،۰ ضرايب آنیود دارد که همه وج1
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شکل

های جبریشکل. ۴

Sیمتغيرهای دو در صفحه را جبری گوييم اگر چندجملهPیوجود داشته باشد که مجموعه
 يعنی باشد؛S، برابر با شکل در صفحههای آنصفر

{ }( , ) | ( , )S x y P x y= ∈ =2 0

صفرهایدقيقاً، يک شکل جبری است، چون نقاط آنأی به شعاع يک به مرکز مبدمثلاً دايره

x y+ −2 2  . هستند1

اند يا خير؟های زير جبریتعيين کنيد که شکل

بع توخالیمر. الف

 بستهیدايرهنيم. ب
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» امنیجاده«بازی. ۵

RBRفرض کنيد. الف B′ مز و آبی باشد که رئوس آن را يکی در ميان قرمحدبضلعی يک چهار′
با با اين شرط کهايم اين چهار ضلعی گذاشته، و نه روی مرز، تعدادی نقطه درون.) استقرمزR(ايمکرده

RBR چهار ضلعیسرئو، مگر احتمالاً هيچ چهار تايیهااضافه کردن رئوس چهار ضلعی به آن B′  روی،′
ثابت کنيد دقيقاً يکی از دو حالت زير. کنيمنگ آبی و قرمز رنگ می نقاط داخلی را با دو ر.نباشند دايرهيک

 :دهدرخ می

oمسيری در صفحه ازRبهR′تر ازاکيداً کم قرمزای ه نقطتا آنیهر نقطهیفاصله موجود است که
. آبی باشدی آن نقطه تا هر نقطهیفاصله

oری در صفحه ازمسيBبهB تر از آبی اکيداً کمای آن تا نقطهی هر نقطهیفاصلهکه موجود است′
 . قرمز باشدی آن نقطه تا هر نقطهیفاصله

 .گوييممی» مسير آبی«و» مسير قرمز«به اين دو نوع مسير، به ترتيب،

 چهار ضلعیدرون آبی دری نقطه قرمز وینقطهدو نفر يکی در ميان. باشدیعيطبیعددnديکنفرض
 بازی زمانی که هر. شرط ذکر شده برقرار باشد، در هر مرحله به طوری کهندگذارمی ،ياد شده در قسمت الف

بهR ازقرمزمسيریبتوانددر نهايتهدف نفر اول اين است که. شودنقطه گذاشت تمام میnکنبازی
R′ازآبیمسيریدر نهايت کند و هدف نفر دوم اين است که بتواندايجاد Bبه B  .کندايجاد′

RBRثابت کنيد اگر. ب B′  .تواند بازی را ببرد نفر دوم می ای،n، به ازای هر مستطيل باشد′

 . بازی را مشخص کنيدی برندهی همهای ديگری چهار ضلعیسعی کنيد برا. ج
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تقسيم مريخ.۶

هاگاه به ازای هر نحوه قرار گرفتن ايستآيا. هستند مريخبر رویاه تحقيقاتی در حال فعاليتگپنج ايست
ی که هر ناحيه شامل يکروط بهتقسيم کردنهشتهم وپارچهيکیتوان سطح مريخ را به پنج ناحيهمی

؟گاه باشدايست
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»خود متقاطع«هایگراف. ۷

خط باشد وهای آن پارهييم اگر بتوان آن را طوری در صفحه رسم کرد که يالگو» خود متقاطع«گرافی را
های انتهايیتوجه کنيد که هيچ يالی نبايد شامل رأسی غير از رأس. هر دو يال با هم اشتراک داشته باشند

 .خودش باشد

است؟يک گراف خود متقاطع،nدور به طولهايیnبه ازای چه. الف

 .ها نيست از تعداد رأسترها بيشثابت کنيد در يک گراف خود متقاطع تعداد يال. ب

 . خود متقاطع را مشخص کنيدهایتمام گراف. ج

www.topsoal.ir

www.nashr-estekhdam.ir

http://www.nashr-estekhdam.ir/


 خطیینسخه. ۸

 :ی قديمی رياضی آمده استای خطی از يک رساله هدر نسخ

 !رساله در چه سالی به پايان رسيده است؟ ثابت کنيد

୓ୀوب و ل ॰د و  د حا ජ ࢌ و  ه یا الࢢط࢖ن خا ওا લ ໑ भ ૡ৳.  
  

ن  ود ا رب  ود   భ ه ජ زده   ඟ ید ଒ ا مام ر ی ଘ ا ن رساభ ଔ سا ଌا ଌॴ ऒණ ૚঺ ໑ ඵස ໋ ণ ৳ ฮ
ඟدد ل  م حا ໋ࠛدد  લ ࣓੻ࠝ  

٢۵٨١۴۵٢۶۶٨٠۴۶٩٢٠٧٧٨۵٨٢۶١۵١٢۶۶٣  
ل  ی  ه با  ඼ د  م الاࠛد  భ ඟ ن و آگاه باش ଒ ا ঴ ଡد ඼ز  ୍ସ ایउ ਍ ૛ുঝ මࣄංඖ ا ا علا ໋ ່

و  ୀ ما ن  ৔ا ग़ع ଌࢮل ا४ت॥. 
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خلاقيت آزمون راه�حل

قيصر! دست�گيری .۱ شماره سؤال
زير يکی دقيقـاً اگر می�ناميم «هم�طول» را جدول از نقطه دو کرد. دست�گير را قيصر می�توان مأمور دو با حالت اين الف.در
می�رود، پايين از اول سطر به مأمورين از يکی قيصر دست�گيری برای باشند). برابر هم با آن�ها اول (مؤلفه�ی باشد ديگری
طوری اول سطر در همواره سپس شود. طول هم او با تا می�کند حرکت قيصر سمت به افقی راستای در قدر آن سپس
هم�طول قيصر با (ابتدا می�دهد مشابهی عمل و می�رود دوم سطر به دوم مأمور بماند. هم�طول او با که می�کند حرکت
حال برود. پايين�تر دوم سطر از نمی�تواند قيصر ديگر ترتيب اين به می�کند). تقـليد را او افقی حرکت�های سپس و می�شود
طور اين اگر می�شود. دست�گير نهايت در پايين سمت به دوم مأمور حرکت با وضوح به باشد دوم و اول سطر بين قيصر اگر
برود پايين�تر سوم سطر از نمی�تواند قيصر حالت اين در می�کند. تکرار را کار همان و می�رود سوم سطر به اول مأمور نباشد،
تا می�روند بالا سطر يک سطر، يک مأموران ترتيب همين به حال شد. خواهد دست�گير باشد سوم و دوم سطر بين اگر و

کنند. دست�گير را او و کرده زندانی سطرها از تا دو بين در را قيصر نهايت در
برسد. او از واحد ۱

۲ فـاصله�ی به مأمور تا کند صبر می�تواند قيصر مثال برای کرد. دست�گير را قيصر نمی�توان مأمور يک با ولی
۱
۲ فـاصله�ی اين همواره و می�شود دور مأمور از جهت�ها از يکی در قيصر ندارد، وجود بن�بست شهر در چون لحظه اين در
تا نمی�کند حرکت و می�ايستد قيصر شد، ۱۲                 بيش�تر از فـاصله زمانی اگر است). برابر مأمور با قيصر (سرعت می�کند حفظ را

شود. نزديک او به دوباره مأمور

دست�گيری برای −nمأمور ۱ ولی کرد دست�گير را قيصر می�توان +nمأمور ۱ حداقـل با که می�دهيم نشان قسمت در ب.
است. n+ ۱ يا n عدد دو از يکی لازم مأمورهای تعداد حداقـل پس نيست. کافی او

تقـاطع�های در رفته اول سطر به مأموران از nتا که شکل اين به کرد. دست�گير را قيصر می�توان +nمأمور ۱ با حالت اين در
حتماً باشد، اول سطر در قيصر اگر ترتيب اين به می�کند. طی آخر تا اول را سطر اين +nام ۱ مأمور می�گيرند. قرار سطر اين
کار همان nام + ۱ مأمور و می�کنند حرکت بالا سمت به واحد يک هم با همگی nمأمور اين سپس می�شود. دست�گير
را قيصر بالاخره و می�روند بالا سطرها در تدريج به مأموران ترتيب همين به می�دهد. انجام دوم سطر مورد در بار اين را

کرد. خواهند دست�گير
«خطرناک» قيصر) (برای را ستون يا سطر يک اين دادن نشان برای کرد. دست�گير را او نمی�توان لزوماً −nمأمور ۱ با ولی
می�ناميم، «امن» و برساند آن�جا به را خود زمانی ۴                  ۱واحد عرض در حداکثر بتواند که باشد داشته وجود مأموری اگر می�ناميم،
توجه با که کنيد دقت باشند. امن دو هر آن شامل ستون و سطر اگر می�ناميم، امن هم را تقـاطع يک نباشد. خطرناک اگر
هميشه می�تواند قيصر می�کنيم اثبات دارد. وجود امن تقـاطعی نتيجه در و امن ستونی و سطر هميشه مأمورها تعداد به
در باشد. A مثل امن تقـاطعی در ابتدا قيصر کنيد فرض باشد. امن تقـاطع�های در کوتاهی) بسيار زمان�های جز (به
A ستون و سطر که اين به توجه به دارد. وجود شهر در S مثل ديگری امن تقـاطع بشود، خطرناک A اگر لحظه هر
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خلاقيت آزمون راه�حل

خالی ستون�های و سطر طريق از و مأمورين با برخورد بدون و نامحدودش سرعت با بلافـاصله قيصر هستند، Sخالی و
اين به می�کند. تکرار را بالا روش باز و شود خطرناک آن�جا که Sمی�ماند در قدر آن قيصر برساند. S به را خود می�تواند
کرد. دست�گير را او نمی�توان بنابراين و می�برد سر به امن تقـاطع�های در کوتاهی) بسيار زمان�های جز (به هميشه قيصر ترتيب

صورت اين در است. روشن او هم�راه تلفن ولی است نامحدود قيصر سرعت که شد متصور ديگر حالت يک توضيح.می�توان
قسمت در ارائه�شده الگوريتم از +nام ۱ مأمور حذف با ولی نيست کافی مأمور n− ۱ که می�شود ثابت (ب) قسمت مشابه

هستند. کافی مأمور n که می�شود ديده دقت کمی و (ب)

www.topsoal.ir

www.nashr-estekhdam.ir

http://www.nashr-estekhdam.ir/


..

۳

.

..
خلاقيت آزمون راه�حل

مثلثانه! درگيری .۲ شماره سؤال
نباشند. هم�خط نقطه�ای سه هيچ لحظه هر در که طوری می�دهيم، حرکت پيوسته صورت به Aرا مانند نقطه�ها از يکی
باشد داشته وجود زمانی اگر می�شود BCرد از AD يال حرکت، طول در می�گوييم باشند، ديگر نقطه�ی Dسه و C ،B اگر

باشد. گرفته قرار BCD صفحه�ی مختلف طرف دو Aدر آن از بعد و قبل و باشند متقـاطع يال دو اين که
تعداد آن�گاه شود، رد ديگر يال از يالی بار يک فقط که طوری دهيم، حرکت پيوسته) صورت (به را نقطه�ها از يکی لم.اگر

می�کند. تغيير زوجی تعداد به مثلث�ها از (درگير) هم��گيرکرده در جفت�های

از يک هيچ اگر بگيريد. نظر در را مجزا مثلث دو شود. رد CD از AB يال کنيد فرض مسئله کليت از کم�شدن بدون اثبات.
کنيد فرض پس نمی�کند. تغيير هم به نسبت آن�ها درگيربودن وضعيت نباشد، (CD مشابه طور (به AB يال شامل آن�ها
می�شود ديده دقت کمی با باشند، ديگر نقطه�ی Eدو و F اگر باشد. CD شامل ديگری و AB شامل مثلث دو اين از يکی

می�گردد. ثابت حکم و می�کند تغيير هم به {ABF,CDE}نسبت و {ABE,CDF} جفت دو وضعيت

حرکت با صورت اين در باشد. فرد درگير جفت�های تعداد که دهيم ارائه را نقطه�ها از خاص وضعيت يک است کافی حال
برای تعداد اين شد، گفته آن�چه طبق لذا و کرد تبديل ديگری وضعيت هر به را وضعيت اين می�توان نقطه�های پيوسته�ی

می�شود. ثابت حکم و است ناصفر نتيجه در و فرد نيز ديگری وضعيت هر
دو و آن، درون و مثلث اين با هم�صفحه C نقطه�ی ABDو مثلث يعنی بگيريد. نظر در را مسئله صورت شکل همان
مثلث درون آن عمود پای و باشد عمود صفحه آن بر EF که A,B,C,D از گذرا صفحه�ی طرف دو Fدر و E نقطه�ی
هستند، DEF و ABC يعنی رسم�شده مثلث دو همان درهم�تنيده جفت تنها که ديد می�توان حالت اين در ABCباشد.

است! فرد عددی ۱ و
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خلاقيت آزمون راه�حل

چندجمله�ای�ها .۳ شماره سؤال
h(x) ضرايب ديد می�توان راحتی به صورت اين در .h(x) = (x − ۱)(x۲ − ۱)(x۴ − ۱) · · · (x۲n − ۱) کنيد فرض الف.

که h(x) = f(x)g(x) نوشت می�توان ديگر طرف از ,۰}هستند. ۱,−۱} عضو همگی

g(x) = (x− ۱)n, f(x) = (x+ ۱)(x۲ + x+ ۱) · · · (x۲n−۱ + x۲n−۲ + · · ·+ ۱)

بزرگ� دل�خواه به می�توانند که n(n−۱)است
۲ دقيقـاً g(x) در xn−۲ ضريب و n− ۱ دقيقـاً f(x) در x ضرب کنيد دقت حال

باشند.

است. خير جواب ب.
x۲− ۳x+ ۱ بر f(x) = anx

n+an−۱xn−۱+ · · ·+a۰ و باشد x۲− ۳x+ ۱ بزرگ ريشه�ی α > ۲ کنيد فرض اول. راه�حل
پس: ،f(α) = ۰ چون صورت اين در .an = ۱ که کرد فرض می�توان ,۰}هستند. ۱,−۱} در همه aiها که باشد بخش�پذير

αn =
∣∣∣∣ n−۱∑
i=۰

aiα
i
∣∣∣∣ ≤ n−۱∑

i=۰
|aiα|i ≤

n−۱∑
i=۰

|α|i =
n−۱∑
i=۰

αi =
αn − ۱
α− ۱ < αn − ۱

است. غيرممکن که
ضرايب که باشد ممکن درجه�ی کم�ترين با g(x)چندجمله�ای = bmxm + · · · + b۱x + b۰ کنيد فرض دوم راه�حل
گرفتن نظر در با .b۰ = ۱ کرد فرض می�توان صورت اين در ,۰}باشند. ۱,−۱} همگی ،f(x) = g(x)(x۲ − ۳x + ۱)
و هستند صعودی اکيداً biها دنباله�ی که می�کنيم ادعا .b۱ ≥ ۲ پس .b۱ − ۳b۰ ∈ {−۱, ۰, ۱} داريم ،f(x) در x ضريب
رابطه�ی به توجه و استقرا با ادعا اثبات است. تناقص که است دو f(x)حداقـل در xm+۲ ضريب نتيجه در .bn ≥ ۲ لذا

زيرا: است، روشن bk+۱ − ۳bk + bk−۱ ≥ −۱
۰ < bk−۱ + ۱ ≤ bk ⇒ bk+۱ ≥ ۳bk − bk−۱ − ۱ ≥ ۲bk > bk > ۰

شد.) ثابت بالا در که بود k = ۱ حالت برای استقرا (پايه�ی
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جبری شکل�های .۴ شماره سؤال
y = ax+ b اگر شود. صفر مربع نقـاط روی که باشد چندجمله�ای Pيک (x, y) که کنيد فرض زيرا است. خير جواب الف.
x مقدار بی�نهايت ازای به که xاست حسب بر چندجمله�ای Pيک (x, ax+ b) آن�گاه باشد، مربع اضلاع از يکی معادله�ی
در بايد y = ax + b خط نقطه�های کل يعنی اين باشد. صفر با متحد Pبايد (x, ax + b) نتيجه در می�شود. صفر برابر

باشد. مربع اضلاع تنها نمی�تواند چندجمله�ای اين صفرهای پس Pباشند، صفرهای

صفرهای نيم�دايره، نقطه�های که باشد چندجمله�ای Pيک (x, y) کنيد فرض زيرا است. خير جواب هم قسمت اين در ب.
اين روی نقطه�های همه�ی می�توان rاست. برابر آن شعاع و است مبدأ روی نيم�دايره مرکز که کرد فرض می�توان باشند. آن
P
(
r ۱−t۲

۱+t۲ , r
۲t

۱+t۲

)
عبارت پس داد. نمايش t حقيقی اعداد برای

(
r ۱−t۲

۱+t۲ , r
۲t

۱+t۲

)
صورت به را (r, ۰) نقطه�ی از غير دايره

اين است. شده صفر مساوی نيم�دايره) نقطه�های با متناظر t(مقـادير مقدار بی�نهايت برای که tاست حسب بر عبارتی
برای بايد A(t) بنابراين هستند. t حسب بر چندجمله�ای�هايی B(t) و A(t) که است نمايش قـابل A(t)

B(t) شکل به عبارت
نتيجه در .P

(
r ۱−t۲

۱+t۲ , r
۲t

۱+t۲

)
= ۰ ،t هر برای يعنی اين است. صفر با متحد A(t) پس شود. صفر برابر t مقدار بی�نهايت

است. تناقض که باشند P (x, y) صفرهای در بايد دايره نقطه�های تمام
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امن» «جاده�ی بازی .۵ شماره سؤال
صفحه در نقطه�هايی مجموعه�ی ،P به مربوط ناحيه�ی از منظور بگيريد. نظر در Pرا مانند شده داده قرار نقطه�های از يکی
ناحيه�های که می�شود ديده سادگی به نيست. بيش�تر ديگر نقطه�های تا آن�ها فـاصله�ی Pاز تا آن�ها فـاصله�ی که است
به مربوط ناحيه�ی در که صفحه از نقطه�ای به دارند. PPاشتراک ′ عمودمنصف روی حداکثر P ′ و P نقطه�ی دو به مربوط
يک صورت اين در می�گوييم. «قرمزگون» نقطه�ی نباشد، آبی نقطه�ی هيچ به مربوط ناحيه�ی در و باشد قرمز نقطه�ی يک
مشابه صورت به هم «آبی�گون» نقطه�ی باشند. قرمزگون مسير نقطه�های همه�ی که ′Rاست به R از مسيری قرمز، مسير

می�شود. تعريف
مجموعه اين گفتيم، که آن�چه طبق باشند. ناحيه دو حداقـل به متعلق که بگيريد نظر در را نقطه�هايی تمام مجموعه�ی
می�دهند. گراف يک تشکيل می�آيد ادامه در که شکلی به که است شده تشکيل نيم�خط و پاره�خط تعدادی اجتماعی از
سر که بگيريد نظر در هم را بی�نهايت نام به نقطه�ای هستند. ناحيه سه حداقـل عضو که بگيريد نقطه�هايی را گراف رئوس
درجه�ی که می�کنيم ادعا بگيريد. نقطه�ها اين بين نيم�خط�های و پاره�خط�ها را گراف يال�های باشد. نيم�خط�ها همه�ی دوم

است. ۳ نقطه�ها بقيه�ی درجه�ی و ۴ بی�نهايت نقطه�ی
حال است. ناحيه چهار حداقـل به متعلق نقطه اين آن�گاه نباشد، ۳ Pبرابر مانند بی�نهايت از غير نقطه�ای درجه�ی اگر
می�توانند فقط نقطه�ها اين پس دارند. يک�سانی Pفـاصله�ی از همه چون هستند هم�دايره ناحيه�ها اين با متناظر نقطه�های
قرار چهارضلعی در هم ديگری نقطه�ی چون اما باشد. آن محيطی دايره�ی مرکز Pهم و باشد RBR′B′ چهارضلعی رئوس

است. تناقض اين و می�شود چهارضلعی رأس�های Pتا فـاصله�ی از کم�تر نقطه آن Pتا فـاصله�ی است، شده داده
با بگيريد. نظر در را می�گذرند شده داده قرار نقطه�های از تا سه دست�کم از که دوايری تمام بی�نهايت نقطه�ی بررسی برای
است، دواير اين خارج که نقطه�ای هر ديد می�توان هستند، چهارضلعی داخل شده داده قرار نقـاط بقيه�ی که اين به توجه
از غير نقطه�ای Pکه به مربوط ناحيه�ی Xدر نقطه�ایمثل اگر چرا ′Bباشد. ′Rيا ،B ،R به مربوط نواحی عضو می�تواند فقط
ناحيه�ی چهار از يکی Xدرون نيم�خط، کمکچهار رأسبه چهار Pبه کردن وصل با باشد، واقع است رأسچهارضلعی چهار
∠XBP < angleXPB ،XP < XB چون صورت اين در می�گيرد. PBقرار و PRنيم�خط بين ناحيه�ی مثلاً شده ايجاد
نقطه�ی يعنی اين XBP∠و + ∠XCP < ∠BPC < ۱۸۰◦ رابطه دو اين کردن جمع با .∠XCP < ∠XPC مشابهاً و
،R′B′ ،B′R عمودمنصف�های از قسمتی گراف، نيم�خط�های تنها پس است. داشته PBCقرار محيطی دايره�ی Xدرون

است. ۴ برابر بی�نهايت نقطه�ی درجه�ی پس RBهستند. و BR′

باشد. اين�چنين کنيد فرض باشند. موجود �هم�زمان نمی�توانند قرمز مسير يک و آبی مسير يک که می�کنيم ثابت الف.ابتدا
است آبی�گون هم و قرمزگون هم آن�ها تقـاطع نقطه�ی صورت اين در می�کنند. قطع را يک�ديگر مسير دو که می�کنيم ادعا

ندارد. امکان که
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عمود BB′ بر نيم�خط يک (R′ از مشابه طور به (و R از ادعا، اثبات برای
پس هستند. قرمزگون نيم�خط دو اين نقـاط نکند. قطع ′BBرا که کنيد
مسير اگر بنابراين کرد. نخواهد قطع را نيم�خط دو اين يادشده، آبی مسير
دست به قرمز مسيری کنيم اضافه نيم�خط دو اين به ′Rرا و R بين قرمز
در B′ و B نقطه�های که می�کند تقسيم قسمت دو به را صفحه که می�آيد
و کند قطع را منحنی اين است ناچار آبی مسير پس هستند. آن طرف دو

می�رسيم. تناقض به

روی را آن و بگيريد نظر در B و R به مربوط نواحی اشتراک در نقطه�ای دارد. وجود قرمز يا آبی مسير می�کنيم ثابت حال
قرمزگون که است R به مربوط ناحيه�ی نيم�خط، اين يکسمت برسيد. گراف رأسيک به تا دهيد RBحرکت عمودمنصف
عضو است، سه درجه�ی رأس اين که اين به توجه با است. آبی�گون که Bاست به مربوط ناحيه�ی آن ديگر سمت و است
باز که کنيد حرکت يالی روی از باشد، آبی�گون يا و قرمزگون سوم، ناحيه�ی که اين حسب بر حال است. ناحيه سه دقيقـاً
ادامه�ی با دهيد. ادامه را کار اين بود، پاره�خط يک جديد يال اگر حال باشند. متفـاوت رنگ دو از مسير سمت دو هم
ادعا است. قرمزگون مسير ديگر طرف و آبی�گون مسير طرف يک که طوری می�شود مشخص يک�تا طور به مسير کار اين
را می�رسد تکراری نقطه�ی يک به متحرک که جايی اولين صورت، اين غير در نمی�کند. قطع را خودش مسير اين می�کنيم
يال دو از P نقطه�ی به بار دو مسير و دارد ۳ درجه�ی و است گراف رأس يک حتماً نقطه اين .(P (نقطه�ی بگيريد نظر در
مسير طرف يک نيست ممکن که می�بينيم کنيم، توجه يال دو اين بين ناحيه�ی رنگ به اگر پس است. شده وارد مختلف

است. تناقض اين و باشد قرمزگون همواره ديگر طرف و آبی�گون همواره
در زيرا باشد. R′B′ عمودمنصف از قسمتی نمی�تواند نيم�خط اين می�شود. ختم نيم�خط يک به انتها در مسير اين نتيجه در
عمودمنصف روی انتها در پسمسير بود. خواهد متفـاوت RB در آن طرف رنگدو با نيم�خط اين طرف رنگدو صورت اين
يک با را مسير ابتدايی نقطه�ی صورت اين در گيرد. ′RBقرار منصف عمود روی کنيد فرض می�گيرد. ′RBقرار يا BR′

دست به B′ به B از مسير يک حال کنيد. وصل B′ به پاره�خط يک با را انتهايی نيم�خط روی نقطه�ای Bو به پاره�خط
يک و شود آبی�گون آن نقطه�های تمام تا داد تغيير کمی را مسير اين می�توان پس است. آبی�گون آن طرف يک که می�آيد

می�شود. ثابت حکم و می�آيد وجود به قرمز مسير يک مشابه طور به ديگر حالت در می�آيد. دست به آبی مسير

پاره�خط روی دل�خواه نقطه�ای او Pگذاشت، مثل نقطه�ای اول نفر گاه هر که کند عمل صورت اين به می�تواند دوم ب.نفر
کنيم ثابت است کافی (الف) قسمت طبق کار اين برای شود. برنده می�تواند روش اين با می�کنيم ادعا دهد. PRقرار

از شروع با پس است. R′ انتهايش و R ابتدايش مسير اين بگيريد. نظر در قرمز مسير يک نمی�شود. ايجاد قرمز مسيری
و می�افتد اتفـاق اين که بگيريد نظر در را جايی اولين می�شويم. Rخارج به مربوط ناحيه�ی از مسير، اين روی حرکت Rو
RP عمودمنصف روی متحرک لحظه، اين در می�شود. وارد است) قرمز P(که مثل ديگری نقطه�ی ناحيه�ی به متحرک
اين تا RP عمودمنصف از نقطه هر فـاصله�ی حال دارد. RPوجود پاره�خط روی آبی نقطه�ی يک ،P ̸= R′ اگر اما است.

باشد. R ناحيه�ی در نمی�تواند متحرک پس Rاست. تا آن فـاصله�ی از کم�تر نقطه،
فـاصله�ی دارد، Bقرار که باشد RR′ خط از سمتی در اگر است. RR′ عمودمنصف روی متحرک ،P = R′ که حالتی در
RR′ وسط هم اگر است. کم�تر B′ تا فـاصله�اش باشد، ديگر سمت در اگر و Rاست تا آن فـاصله�ی از Bکم�تر تا متحرک
آن فـاصله�ی� از کم�تر ديگر نقطه�ی تا متحرک فـاصله�ی است، شده داده قرار هم ديگری نقطه�ی که اين به توجه با باشد،

است. تناقض که نيست R به مربوط ناحيه�ی در لحظه اين در متحرک حال هر در Rاست. تا
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می�کنيم. اثبات و بيان را زير تعميم دو ج.

مشابه می�کنيم. عمل قبلی روش به می�شود. برنده دوم نفر ،∠R + ∠R′ ≤ ۱۸۰◦ اگر که می�کنيم ادعا اول. تعميم •
پس می�رسيم. تناقض به گردد ′Rوارد از غير ناحيه�ای به و شود ناحيه�یRخارج از قرمز مسير يک اگر قبل، قسمت
RBR′ محيطی داير�ه�ی دارد. ′RRقرار بالای B کنيد فرض ندارند. اشتراکی R′ و R نواحی کنيم ثابت است کافی
در RR′ ناحيه�های اشتراک Tدر مثل نقطه�ای ′RRاست. زير و C داخل B′ حال بناميد. O را آن مرکز و C را
از کم�تر B تا فـاصله�اش Oباشد، بالای است) RR′ منصف عمود روی (که T اگر .T ̸= O قبل مشابه بگيريد. نظر

می�رسيم. تناقض به قبل مشابه و Rاست از کم�تر B′ تا فـاصله�اش Oباشد، پايين اگر و است R

از بعد می�کنيم ادعا حالت اين در شود. برنده می�تواند دوم نفر هم R∠باشد، + ∠R′ ≤ ۲۷۰◦ اگر دوم. تعميم •
نداشته اشتراک هم با R′ و R نواحی که دهد قرار گونه�ای به B۱را می�تواند دوم نفر اول، نفر R۱توسط گذاشتن
R نواحی اگر مثال برای صورت اين در باشند. نداشته اشتراک هم R۱ و R′ يا و R۱ و R نواحی هم�چنين و باشند
هيچ ناحيه�ی Rبا ناحيه�ی حال می�کنيم. عمل قبل روش مشابه بعد به دوم مرحله�ی از نداشتند، R۱اشتراک و
ناحيه�ی مرحله�ای در اگر که کنيد (توجه است. شده برنده دوم نفر و ندارد اشتراک ديگر رنگ قرمز نقطه�های از يک

داشت). نخواهند اشتراک هم با هم بعد به آن از باشند، نداشته اشتراک هم با Q و P مثل نقطه دو به مربوط
تنها و اگر دارند اشتراک هم با Q و P نقطه�ی دو به مربوط ناحيه�ی که می�کنيم استفـاده نکته اين از اثبات طول در
اشتراک نقطه�ی يک دايره همين (مرکز نباشد ديگری نقطه�ی هيچ آن درون که بگذرد نقطه دو آن از دايره�ای اگر

است). ناحيه دو
خط کنيد فرض باشد. O مرکز به و RBR′ محيطی دايره�ی C هم�چنين ′RB′Rباشد. مثلث در R۱ کنيد فرض
است کافی بالا نکته�ی طبق باشند، نداشته ′Rاشتراک و R نواحی که اين برای باشد. RR′ زير و B و افقی RR′

B۱ می�توان و دارد Cقرار درون RR۱ پاره�خط از ORR۱∠قسمتی < ۹۰◦ اگر حال باشد. RR′ بالای و C داخل B۱

.∠OR′R۱ ≥ ۹۰◦ و ∠ORR۱ ≥ ۹۰◦ کنيد فرض پس می�شود. حاصل نتيجه و کرد RR۱انتخاب روی شرط اين با را
RR۱B′ محيطی دايره�ی داخل RR۱و زير B۱ است کافی باشد، نداشته اشتراک R۱ با R ناحيه�ی که اين برای
نباشد. گونه اين کنيد فرض پس ماست. مطلوب باشد، داشته اشتراک چهارضلعی داخل C با دايره اين اگر باشد.
مشابه طور به باشد. آن داخل بايد R۱ باشد، مماس C بر R در که کنيم رسم طوری را C۱ دايره�ی B′ از اگر بنابراين
چيزی چنين می�کنيم ادعا اما است. Cمماس بر R′ در و می�گذرد B′ از که است C۲ دايره�ی R۱داخل کنيد فرض

ندارند. اشتراک چهارضلعی داخل C۲ و C۱ کنيم ثابت است کافی کار اين برای نيست. ممکن
با: است برابر B′ نقطه�ی ′RBدر ضلع و C۱ بين زاويه�ی آن�گاه C۲باشد، و C۱ ،C دايره�ی سه اصلی Pمرکز اگر

∠B′RP = ∠ORB′ − ۹۰◦ = ∠ORR′ +∠R′RB′ − ۹۰◦ = ۹۰◦ −∠B+∠R′RB−∠۹۰◦ = ∠R′RB′ −∠B

دهيم نشان می�خواهيم .∠B′R′P = ∠RR′B′ −∠B با است برابر B′ نقطه�ی ′R′Bدر ضلع و C۲ بين زاويه�ی و
نيست: بيش�تر ∠B′ از دو اين جمع

∠R′RB′ − ∠B + ∠RR′B′ − ∠B ≤ ∠B′ ⇔ ۱۸۰◦ − ∠B′ − ۲∠B ≤ ∠B′ ⇔ ∠B + ∠B′ ≥ ۹۰◦

می�شود. ثابت حکم ترتيب اين به +R∠و ∠R′ ≤ ۲۷۰◦ يعنی معادلاً که
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خلاقيت آزمون راه�حل

مريخ تقسيم .۶ شماره سؤال
يک دقيقـاً شامل کدام هر که يافت هم�نهشت يک�پارچه�ی nناحيه�ی می�توان کره روی nنقطه هر برای می�کنيم ثابت

باشند. نقطه
است. متناهی باشند نقطه�ها از تا دو حداقـل شامل که کره از عظيمه�ای دايره�های کل تعداد که کنيد توجه ابتدا

دو حال می�ناميم. P را آن و نباشد عظيمه دايره�ی متناهی اين از کدام هيچ موازی که می�گيريم نظر در را صفحه�ای
را کره با N تماس نقطه�ی Sمی�ناميم. و N را آن�ها و می�گيريم نظر در را هستند کره بر مماس Pکه با موازی صفحه�ی
می�گيريم نظر Pدر موازی S و N بين صفحه n− ۱ می�ناميم. جنوب» «قطب را کره Sبا تماس نقطه�ی و شمال» «قطب
آن) مرز روی نه (و ناحيه هر درون که کنند تقسيم ناحيه n به شکلی به را کره S و N هم�راه به و کنند قطع را کره که
صفحات بين ناحيه�های به و Pn−۱می�ناميم تا P۱ جنوب به شمال از ترتيب به را صفحه�ها اين باشد. nنقطه� از يکی دقيقـاً
بين واصل خط حول دوران دوران، از منظور ادامه در می�گيريم. S برابر را Pn و N برابر را P۰ هم�چنين می�گوييم. قطاع

بگيريد). نظر در دل�خواهی و مشخص جهت را دوران (جهت است جنوب و شمال قطب
نکند. عبور نقطه� n از کدام هيچ از که می�کنيم رسم عظيمه) دايره�ی (نصف نصف�النهار يک جنوب، قطب به شمال قطب از
نقطه�های ترتيب اين به کند. Anقطع تا A۰ نقطه�های در ترتيب به Pnرا تا P۰ صفحه�های نصف�النهار اين کنيد فرض
قطاع درون خم يک می�ناميم. Bi را است iام قطاع درون که نقطه�ای .(۱ ≤ i ≤ n)هستند iام قطاع مرز روی Ai و Ai−۱

(i − ۱) ۳۶۰n زاويه�ی با خم اين دوران�يافته�ی که باشد داشته را خاصيت اين و کند Aiوصل به را Ai−۱ که می�کشيم iام
دوران برای که جهتی با چپ و (راست باشد Bi راست سمت درجه i ۳۶۰n زاويه�ی با آن دوران�يافته�ی Biو سمتچپ درجه
پيدا جنوب به شمال از خم يک iها همه�ی برای خم�ها اين دادن قرار هم کنار با می�شود). تغيين گرفته�ايم نظر در مثبت
يک�پارچه هم�نهشت nناحيه�ی به کره ،۰ ≤ i < n برای i ۳۶۰n زاويه�های اندازه�ی به خم اين دوران�های با که می�کنيم

می�گيرد. قرار Biها از يکی دقيقـاً ناحيه�ها از يک هر در خم�ها ساخت نحوه�ی به توجه با که می�شود تقسيم
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متقـاطع» «خود گراف�های .۷ شماره سؤال
که می�کنيم رسم صفحه در شکلی به nرا طول به دور است. فرد nهای جواب الف.
منتظم nضلعی يک در که صورت اين به باشد. داشته را خودمتقـاطع گراف شرايط

کنيد). توجه روبه�رو شکل (به می�کنيم وصل روبه�رويش رأس دو به را رأس هر
به را آن رئوس باشد. خودمتقـاطع n طول به دور و باشد زوج n کنيد فرض حال
رئوس پس دارند، اشتراک P۱P۲ با يال�ها همه�ی چون Pnبناميد. تا P۱ ترتيب
هر در که کنيد (توجه می�گيرند P۱P۲قرار خط طرفين در ميان در يک ،Pn تا P۳

P۳ پس باشد). تنها رئوس شامل می�توان تنها يال يک امتداد خودمتقـاطع، گراف
کند. قطع را P۲P۳ يال نمی�تواند P۱Pn يال و دارند قرار P۱P۲ مختلف طرف دو در Pn و

می�کنيم. ثابت را لم يک ابتدا ب.
دارد. برگ غير هم�سايه�ی دو حداکثر رأس هر خودمتقـاطع، گراف يک لم.در

يک از بيش�تر آن�ها از يک هر درجه�ی که هستند موجود آن cاز و b ،a هم�سايه�های vو رأس صورت اين غير در اثبات.
داريم: حالت دو باشد.

va از گذرنده خط طرف دو در c و bصورت اين در هستند. ۱۸۰◦ حداکثر ،∠cva و ∠bvc ،∠avb زاويه�های از يک هر •
کند. قطع را vc و vb دوی هر نمی�تواند a به متصل يال هيچ و دارند قرار

va از گذرنده خط طرف دو در c و b هم باز صورت اين در است. ۱۸۰◦ از بيش�تر ،∠bvc مثلاً بالا، زاويه�ی سه از •يکی
است. صادق قبل قسمت استدلال و دارند قرار

در ضمن در و است دو حداکثر رأس هر درجه�ی که می�آيد دست به گرافی کنيم. حذف را برگ�ها اگر بالا، لم از استفـاده با
جديد: گراف در می�کنند. تغيير ميزان يک به يال�ها و رأس�ها تعداد تغيير اين

۲× يال�ها) (تعداد =
∑
رأس vi

d(vi) ≤
∑
رأس vi

۲ = ۲× رأس�ها) (تعداد

می�رسد. پايان به هم قسمت اين حکم اثبات پس

بايد دورها (الف)، قسمت طبق که می�آيد وجود به دور تعدادی و مسير تعدادی برگ�ها، حذف با گفتيم آن�چه ج.طبق
دست به زير گراف�های به تنها رأس و برگ تعدادی احتمالاً کردن اضا�فه از جواب�ها همه�ی می�کنيم ادعا باشند. فرد همگی

می�آيند:
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خلاقيت آزمون راه�حل

فرد. دور يک فقط •

باشند). تک�رأسی است (ممکن مجزا مسير تعدادی اجتماع •

ديگری يال دور، اين رأس�های بين که کنيد توجه باشيم. داشته دور کنيد فرض
(الف) قسمت طبق که می�شود ايجاد گراف در زوج دور يک باشد يالی اگر زير نيست،
در دارد. دور اين با مشترک رأس يک حداقـل ديگر يال هر می�کنيم ادعا ندارد. امکان
(الف) قسمت مشابه نمی�گذرد. دور از رأسی هيچ از يال آن امتداد صورت اين غير
فرد به توجه با که بگيرند قرار خط اين طرف دو در ميان در يکی بايد دور رئوس
به می�تواند تنها رأس و برگ تعداد هر می�کنيم ادعا برعکس ندارد. امکان دور بودن
روش از کار اين برای بماند. خودمتقـاطع هم�چنان که طوری شود اضافه فرد دور يک
می�کنيم استفـاده فرد طول با دور يک برای خودمتقـاطع گراف رسم برای الف قسمت
رئوس) از گذرنده دايره�ی (در رأس آن مقـابل کمان روی را دور آن رأس هر برگ�های و
آبی�رنگ يال�های و فرد طول به دور سياه�رنگ يال�های روبه�رو شکل در می�دهيم. قرار

هستند. دور به متصل برگ�های

همواره گرافی چنين می�کنيم ادعا می�آيد. وجود به مسير تعدادی آن برگ�های حذف با باشد، نداشته دور گراف اگر
تعدادی همراه به فرد دور يک به گراف که کرد اضافه آن به يال و رأس تعدادی می�توان ديد می�توان است. خودمتقـاطع
با بنابراين است. خودمتقـاطع گرافی هم خودمتقـاطع، گراف يک گراف زير هر ديگر طرف از شود. تبديل تنها رأس و برگ
گراف برای خودمتقـاطع گراف رسم نحوه�ی زير راست سمت شکل شد. ثابت کامل طور به حکم قبل قسمت از استفـاده

می�دهد. نمايش را چپ سمت
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خطی نسخه�ی .۸ شماره سؤال
نتيجه در و عدد اين که ديد می�توان A ارقـام کردن جمع با بناميم. X۱۳ = A را سؤال صورت در موجود عدد کنيد فرض

.X ≡ X۱۳ ≡ ۳ (mod ۱۰) پس ،ϕ(۱۰) = ۴ چون ضمناً است. بخش�پذير ۳ Xبر
A = X۱۳ ≥ آن�گاه ،X ≥ ۲۰۰ از ديگر سوی از دارد. رقم ۳۰ A ولی است ۲۷رقمی حداکثر X۱۳ آن�گاه ،X ≤ ۱۰۰ اگر

نيست. هم طور اين که باشد ۸ حداقـل بزرگش رقم و باشد رقمی ۳۰ دست�کم Aبايد لذا و ۲۱۳ × ۱۰۲۶ > ۸× ۱۰۲۹

هم�زمان را خاصيت سه اين ۱۸۳ و ۱۵۳ ،۱۲۳ عدد سه فقط .X ≡ ۳ (mod ۱۰) و ۳|X و ۱۰۰ < X < ۲۰۰ داريم پس
.X = ۱۸۳ می�کنيم ادعا دارند.

دارد: وجود راه دو موضوع اين اثبات برای
آن�گاه: ،X < ۱۶۰ اگر اول. راه

A = X۱۳ < ۲۴×۱۳ × ۱۰۱۳ = ۸۱۹۲۴ × ۱۰۱۳ < ۱۰۴×۴ × ۱۰۱۳ = ۱۰۲۹

.X = ۱۸۳ لذا و X > ۱۶۰ پس نيست. اين�گونه که باشد داشته رقم ۲۹ حداکثر Aبايد پس
داريم: ۱۰۰ پيمانه�ی به اعداد همه�ی نظرگرفتن در با aباشد. برابر ،X دهگان رقم کنيد فرض دوم. راه�

A ≡ ۶۳ (mod ۱۰۰) ⇒ (۱۰۰+ ۱۰a+ ۳)۱۳ ≡ (۱۰a+ ۳)۱۳ ≡ ۳۱۳ + ۱۳× ۳۱۲ × ۱۰a ≡ ۶۳ (mod ۱۰۰)

نمی�شوند. ظاهر ۱۰۰ پيمانه�ی به هم�نهشتی در و ۱۰۰بخش�پذيرند بر جمله�ای دو بسط جمله�های بقيه�ی که کنيد دقت
داريم: ،۳۱۲ ≡ ۴۱ (mod ۱۰۰) و ۳۱۳ ≡ ۲۳ (mod ۱۰۰) چون حال

۲۳+ ۳۰× ۴۱a ≡ ۶۳ ⇒ ۱۲۳۰a ≡ ۴۰ ⇒ ۳۰a ≡ ۴۰ (mod ۱۰۰)

باشد. X = ۱۸۳ بايد پس می�کند. صدق رابطه اين aدر = ۸ تنها ۸ و ۵ ،۲ بين از و ۳a ≡ ۴ (mod ۱۰) پس
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به نام او
آزمون خلاقيت

خيلی دور، خيلی نزديک .۱

nفرض کنيد > . ی روی يک خط نيستندياتسه که هيچ نقاطی در صفحه باشندnA و...،A1،A2 و2

AA1هایخط پاره نقاطی رویnM و...،M1،M2 کنيدفرض. الف 2،AA2 nA و...،3 A1نشان.باشند
nMهای مثلثون نقاطی، به ترتيب، درB1،B2،...،nBدهيد اگر AM1 1،M AM1 2 n و...،2 nnM A M−1

گاه آنباشند

n nB B A AB B B B A A A A+ + ≤+ ++ +1 2 2 3 1 1 2 2 3 1

.  استXYخط طول پارهXYکه منظور از

ساز نيممرز آنای بگيريد کهصفحه را نيمXYZHگاه آن سه نقطه در صفحه باشد،Z وX،Yاگر. ب
 . داخلی نباشدسازشامل نيمو باشدXYZ در مثلثYیيهخارجی زاو

درنقاطی، به ترتيب،nC و...،C1،C2نشان دهيد اگر
nA AAH

1 2
،AAAH

1 2 3
 و...،

nnA A AH
−1 1

 باشند

.n nA A CA A A A C C CC C+ + ≤ ++ ++1 2 2 3 1 1 2 2 3 1

 .متناظر باشدیزاويهساز خارجی روی نيمiC هرقسمت ب را ابتدا در حالتی حل کنيد که: نهادپيش

Z

X
HXYZ Y
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قدمثابتگشت یجا. ۲

} رویπگشتجای }, ,...,n1 }یقدم گوييم اگر مجموعه را ثابت2 }( ) | , ,...,k k k nπ − = 1 2
)قدم برابر است باهای ثابتگشتثابت کنيد تعداد جای. دو عضو داشته باشد ) ( )n nσ τ−که در آن 

( )nσمثبتهایعليه مجموع مقسوم nو ( )nτمثبتهایعليه تعداد مقسوم nيادآوری (. است :
.) مجموعه به خودشگشت يعنی تابعی يک به يک و پوشا از يکجای
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یموازیبندمثلث. ۳

 باهر ضلع هر مثلث کوچکطوری کهايم بهبه تعدادی مثلث متشابه با خودش افراز کرده راخواهدلمثلثی
لی است و ضريبدر اين صورت هر مثلث کوچک تجانسی از مثلث اص. مثلث اصلی موازی استضلعی از

 .ها برابر يک استی ضريب تجانسثابت کنيد مجموع همه. تواند مثبت يا منفی باشدتجانس می
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 !تابعين .۴

, تابعآيا دو :f g x که به ازای هروجود دارد→ y≠نابرابری زير برقرار باشد؟

( ) ( ) ( ) ( )f x f y g x g y− + − > 1
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توپ غلطان. ۵

 .ای روی آن علامت زده شده استتوپی کاملاً کروی روی زمينی کاملاً مسطح قرار دارد و نقطه

طوریاين نقطه را به بالا منتقل کنيم بهروی يک چندضلعی بسته در صفحهخواهيم با غلطاندن توپمی
توجه کنيد که در غلطاندن توپ مجاز نيستيم که درجا توپ. که در نهايت توپ به جای اولش برگشته باشد

 .اين کار ممکن استثابت کنيد .را بچرخانيم

×
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 !یآیعلاوهبهکيیبنام. ۶

 . باشد که قسمت حقيقی و قسمت موهومی آن صحيح است و مخالف صفر عددی مختلطzفرض کنيد
تا به شکل زير داردثابت کنيد اين عدد نمايشی يک

( ) ( ) ... ( )nnz a a i a i a i= + + + + + + +2
0 1 21 1 1

nکه ≥ na وها صفر يا يک هستندjaدر آنو0 = 1. 
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چندوجهی

چندوجهی محيطی. ۷

Pوجوه. بر يک کره محيط استPايم که هيچ دو های با سياه و سفيد رنگ کرد را به گونه
 .وجه سياهی ضلع مشترک ندارند

 .ستني سفيدوجوهتر از مساحت  بيش سياهوجوهثابت کنيد مساحت
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 نامتناهیی هخوش. ۸

به اين نقاط به شکل. ايمرا حذف کرده) 2يعنی( دو بعدی مسطحیفرض کنيد برخی از رئوس شبکه
ه يک واحددراي برابر باشند و در يکدرايهصل هستند اگر در يکويک گراف نگاه کنيد؛ دو رأس به هم

 .شودندی اين گراف يک خوشه گفته میب همیبه هر مؤلفه. اختلاف داشته باشند

nفرض کنيد به ازای هر  و به ضلعی داخل مربع افقی به مرکز مبدأ ه تعداد رئوس حذف شد∋
n +2 n/تر از کم1  .ی نامتناهی استنشده شامل دقيقاً يک خوشهثابت کنيد رئوس حذف.  باشد2
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نزديک خيلی دور، خيلی .۱ شماره سؤال
می�کنيم. اثبات را لم يک ابتدا الف.

.PB + PC ≤ AB +AC آن�گاه ABCباشد، مثلث درون نقطه�ای P اگر لم.

مثلث نابرابری به توجه با صورت اين در کند. قطع D نقطه�ی در ABرا تا می�دهيم امتداد CPرا اثبات.
PB + PC ≤ BD + PD + PC = BD + CD ≤ BD +DA+AC = AB +AC

داريم: برمی�گرديم. اصلی مسئله�ی به حال
B۱B۲ +B۲B۳ + · · ·+BnB۱ ≤ (B۱M۱ +B۲M۱) + (B۲M۲ +B۳M۲) + · · ·+ (BnMn +B۱Mn)

= (B۱M۱ +B۱Mn) + (B۲M۱ +B۲M۲) + · · ·+ (BnMn−۱ +BnMn)

≤ (A۱M۱ +A۱Mn) + (A۲M۱ +A۲M۲) + · · ·+ (AnMn−۱ +AnMn)

≤ (A۱M۱ +M۱A۲) + (A۲M۲ +M۲A۳) + · · ·+ (AnMn +MnA۱)

= A۱A۲ +A۲A۳ + · · ·+AnA۱

است. بوده لم به توجه با دوم نابرابری و مثلث نابرابری همان اول نابرابری که

يکه�ای uk→−بردار و −−−−−→AkAk+۱ بردار طول Lk که −−−−−→AkAk+۱ = Lk
−→uk کنيد فرض ،۱ ≤ k ≤ n طبيعی عدد هر برای ب.

است. هم�راستا ∠Ak−۱AkAk+۱ زاويه�ی درونی نيم�ساز uk→−با −−−→uk−۱ صورت اين در است. آن با هم�جهت
،Ck تعريف نحوه�ی به توجه با نتيجه در ،−→ωk =

−−−→
AkCk کنيد فرض علاوه به

−→ωk.(
−→uk −−−→uk−۱) ≤ ۰ (∗)

نظر در n پيمانه�ی به انديس�ها همه�ی که کنيد دقت علاوه به است. بردار دو اين داخلی .ضرب از منظور اين�جا در که
ديگر طرف از می�شوند. گرفته

−−−−−→
Ck−۱Ck = −→ωk + Lk

−−→uk−۱ −−−→ωk−۱

بنابراين و بود شده انتخاب خودش راستای در واحد بردار −→uk که کنيد Ck−۱Ck→−−−−−∣∣∣∣دقت

∣∣∣∣ ≥ −−−−−→
Ck−۱Ck.

−−→uk−۱ = (−→ωk + Lk
−−→uk−۱ −−−→ωk−۱).

−−→uk−۱ =
−→ωk.

−−→uk−۱ + Lk −−−→ωk−۱.
−−→uk−۱

داريم: بنابراين
n∑

k=۱

∣∣∣∣−−−−−→Ck−۱Ck

∣∣∣∣ ≥ n∑
k=۱

Lk +

n∑
k=۱

(−→ωk.
−−→uk−۱)−

n∑
k=۱

(−−→ωk−۱.
−−→uk−۱)
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(∗) به توجه با ديگر سوی از
n∑

k=۱
(−→ωk.(

−→uk −−−→uk−۱)) ≤ ۰ ⇒
n∑

k=۱
(−→ωk.

−−→uk−۱) ≥
n∑

k=۱
(−→ωk.

−→uk) =
n∑

k=۱
(−−→ωk−۱.

−−→uk−۱)

می�دهد نتيجه اين و
n∑

k=۱

∣∣∣∣−−−−−→Ck−۱Ck

∣∣∣∣ ≥ n∑
k=۱

Lk =
n∑

k=۱

∣∣∣∣−−−−−→AkAk+۱
∣∣∣∣

می�رسد. پايان به هم قسمت اين اثبات و
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ثابت�قدم جای�گشت .۲ شماره سؤال
ديگری و مثبت يکی بايد {π(k)− k : k = ۱, ۲, . . . , n} مجموعه�ی عضو دو بين در ،∑n

k=۱(π(k)− k) = ۰ که آن�جا از
A = {k : π(k)− k = a} کنيد فرض هم�چنين .a, b > ۰ که باشند −b و a مجموعه اين اعضای کنيد فرض باشد. منفی

.B = {k : π(k)− k = b} و
،i+ a+ b ≤ n و i ∈ A اگر زيرا است. A از عضوی هم i+ a+ b باشد، i+ a+ b ≤ n و i ∈ A اگر که کنيد توجه نخست
نتيجه در و باشد i + a برابر نمی�تواند π(iديگر + a + b) است جای�گشت πيک و بود π(i) = i + a که آن�جا از
و j ∈ B اگر که ديد می�توان مشابه کاملاً استدلال با .i + a + b ∈ A يعنی اين که π(i + a + b) − (i + a + b) = a

بود. خواهد j − a− b ∈ B ،j − a− b ≥ ۱
امکان اين ما به مشاهدات اين .i ∈ B ،n−a < i ≤ n اگر و i ∈ A ،۱ ≤ i ≤ b اگر که ديد راحتی به می�توان ديگر سوی از
باقی�مانده�ی اگر دارند. Bقرار يا A از يک کدام در {۱, ۲, . . . , n} مجموعه�ی اعضای از کدام هر بفهميم که می�دهد را
از بيش�تر تقسيم اين باقی�مانده�ی اگر iو ∈ A بايد بالا توضيحات به توجه با باشد، b مساوی يا کم�تر a + b بر i تقسيم
هر برای که کنيد دقت حال باشد. n از مقسوم�عليهی aبايد + b که می�شود نتيجه سادگی به بنابراين .i ∈ B باشد، b
کل تعداد بنابراين دارد. وجود طبيعی عدد دو مجموع صورت به d نوشتن برای مختلف راه d − ۱ ،n از d مقسوم�عليه

با است برابر a+ b|n که ,a)هايی b)∑
d|n

(d− ۱) =
∑
d|n

d−
∑
d|n

۱ = σ(n)− τ(n)

داشته را مسئله خاصيت که ساخت جای�گشتی می�توان بالا توضيحات به توجه با ,aای b چنين هر برای ديگر سوی از
اول عدد b ما جای�گشت {k(a+ b) + ۱, k(a+ b) + ۲, . . . , (k+ ۱)(a+ b)} صورت به بلوک هر در که است کافی� باشد.

کند. b منهای را بعدی عدد a و کرده a علاوه�ی به را
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موازی مثلث�بندی .۳ شماره سؤال
علامت�دار مجموع با است برابر تجانس نسبت�های مجموع بنابراين باشد، افقی اصلی مثلث پايين ضلع که کنيد فرض
∆۱,∆۲, . . . ,∆k و اصلی مثلث بيان�گر ∆۰ کنيد فرض اصلی. مثلث افقی ضلع طول به مثلث�ها افقی ضلع طول نسبت
را ϵi ،۱ ≤ i ≤ k برای و ∆i مثلث افقی ضلعی طول را hi ، ۰ ≤ i ≤ k برای علاوه به باشند. کوچک مثلث�های بيان�گر
است). −۱ برابر باشد معکوس اگر و ۱ برابر علامت اين باشد، مستقيم تجانس (اگر بگيريد ∆i و ∆۰ تجانس ضريب علامت
مجموع محاسبه�ی مسئله� خواسته�ی بنابراين بود. ϵiخواهد hi

h۰
برابر ∆۰ و ∆i مثلث دو تجانس نسبت توضيحات اين با

است. ∑k
i=۱

(
ϵi

hi

h۰

)
= ۱

h۰

∑k
i=۱ ϵihi

هستند مثلث دو ضلع از قسمتی دارند، قرار اصلی مثلث ضلع روی که پاره�خط�هايی جز به افقی پاره�خط�های از قطعه هر
مثلث ضلع که افقی خطوط از قطعه هر بنابراين است. متفـاوت جهت در ديگری و است اصلی مثلث با هم�جهت يکی که
مختلف علامت دو اين و می�شود ظاهر منفی علامت با بار يک و مثبت علامت با بار k∑يک

i=۱ ϵihi مجموعِ در نيست، اصلی
برود. بين از پاره�خط تکه آن� تأثير که می�شوند باعث

می�شود، ظاهر مجموع اين در مثبت علامت با بار يک تنها اصلی مثلث ضلع از افقی تکه�ی هر که اين به توجه با نهايت در
داريم:

k∑
i=۱

ϵihi = h۰ ⇒
۱
h۰

k∑
i=۱

ϵihi = ۱

داشتيم. را آن کردن ثابت قصد که است چيزی همان اين و
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تابعين! .۴ شماره سؤال
داريم: x ̸= y هر )برای

f(x)− f(y)
)۲

+
(
g(x)− g(y)

)۲ ≥ ۱
۲
(
|f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|

)۲
>

۱
۲

علامت�زده نقطه�ی دو هر بزنيم، علامت صفحه در ,f(x))را g(x)) نقطه�ی xحقيقی هر برای اگر که می�دهد نشان اين
به دو دايره�ها اين بزنيم، ۱

۲
√
۲ شعاع به دايره�ای نقطه�ها اين از کدام هر حول اگر دارند. ۱√

۲ حداقـل اندازه�ی به فـاصله�ای
رسم صفحه در مجزا دو به دو دايره�ی ناشمارا هستند، ناشمارا حقيقی اعداد اين به توجه با نمی�کنند. قطع را ديگر يک دو
آن�جا از اما يافت، گويا مختصات با نقطه يک می�توان دايره�ها اين از کدام هر در که کنيد توجه ديگر طرف از اما کرده�ايم.
با نقطه�ای ،x حقيقی عدد هر به فرآيند اين با واقع (در نيست. ممکن اتفـاق اين هستند، شمارا نقطه�هايی چنين تعداد که
از يک به يک تابع يک اين که هستند، متفـاوت مختلف حقيقی اعداد برای نقطه�ها اين� که داده�ايم نسبت گويا مختصات

ندارد.)۱ وجود تابعی چنين که می�کند Q۲معرفی به R

شده تدريس دانش�پژوهان به سال آن تابستانی دوره�ی در که بود ناشمارا و شمارا مجموعه�های مورد در اطلاعاتی داشتن مستلزم سؤال اين ۱حل
داشته�اند. آشنايی مفـاهيم اين با همگی و بود
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غلطان توپ .۵ شماره سؤال
علامت�زده�شده نقطه�ی از که عظيمه�ای دايره راستای در را توپ ابتدا بگيريد. صفحه در آن اوليه�ی مکان Oرا توپو شعاع را r
جديد مکان را A شود. منتقـل مکان بالا�ترين به علامت�دار نقطه�ی اين تا می�دهيم حرکت می�گذرد کره نقطه�ی بالاترين و
به مقدار اين که کرده طی کره روی علامت�دار نقطه�ی که است عظيمه دايره� از کمانی OAطول بگيريد. صفحه در توپ
که يافت می�توان صفحه Bدر مثل نقطه�ای بنابراين ۲πrاست. يعنی عظيمه دايره�ی دايره�ی يک محيط از کم�تر وضوح
دل�خواه جهت يک در را آن ما و باشد کره نقطه�ی بالاترين علامت�دار نقطه�ی اگر که کنيد دقت .OA = OB = ۲πr
در سپس و AB جهت در ابتدا را کره اگر پس بود. خواهد نقطه بالاترين رنگی نقطه�ی مجدداً ۲πrبغلطانيم، اندازه�ی به
بالاترين علامت�دار نقطه�ی شد، اشاره که نکته�ای به توجه با و Oبرمی�گردد نقطه�ی به نهايت در دهيم، BOحرکت جهت

بود. خواهد کره نقطه�ی
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آی! علاوه�ی به يک مبنای .۶ شماره سؤال
۱+ i مبنای در نامتناهی بسطی i برای ،i =

∞∑
i=۱

(۱+ i)n تساوی به توجه با واقع در است. داشته اشکال سؤال اين صورت
کرد. معرفی i برای متناهی بسط يک نمی�توان که ديد سادگی به می�توان و دارد وجود
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محيطی چندوجهی .۷ شماره سؤال
اضلاع کردن رنگ و مماسهستند دايره يک بر آن اضلاع همه�ی که يکچندضلعی يعنی صفحه، در مسئله صورت به توجه

است. سودمند مسئله اين حل برای نباشند، سياه�رنگ مجاوری ضلع دو هيچ گونه�ای به آن
وجه اين رئوس همه�ی به را نقطه اين و بگيريد نظر در را وجه آن با محاطی کره�ی تماس نقطه�ی چندوجهی وجه هر برای

می�شود. افراز مثلث تعدادی به چندوجهی سطح کار اين با کنيد. وصل
علاوه به هستند. ضلع اين شامل که باشند چندوجهی از وجهی دو F۲ و F۱ و چندوجهی از ضلع يک AB که کنيد فرض
به دو هر AT۲ و AT۱ صورت اين در که کنيد توجه بگيريد. F۲ و F۱ با محاطی کره�ی تماس نقطه�های ترتيب به T۲را و T۱

هم AT۱ بنابراين و دارد کره با اشتراک نقطه�ی يک F۱تنها وجه که می�دانيم AT۱ مورد در مثلاً زيرا هستند، مماس کره
است. تماس نقطه��ی T۱آن و باشد داشته تماس نقطه�ی يک از بيش�تر نمی�تواند

در و است مماس آن بر AT۱ که می�شود حاصل دايره�ای کنيم رسم Aرا و T۱ ،(O) کره مرکز از گذرا صفحه�ی اگر حال
کره شعاع همان بود، کره مرکز همان آن مرکز که اين به توجه با که است دايره آن شعاع r که AT ۲

۱ = AO۲ − r۲ نتيجه
می�دهد نتيجه مشابه کاملاً استدلال .AT۱ = AT۲ پس می�آيد. دست AT۱به برابر هم AT۲ طول استدلال همين با است.

هستند. هم�نهشت ABT۲ و ABT۱ مثلث دو پس .BT۱ = BT۲ که
هم�نهشت هم با هستند، چندضلعی از يکضلع شامل دو هر که چندوجهی رویسطح ايجادشده مثلث دو توضيحات اين با
برای پس بود، نخواهند سياه�رنگ هم�زمان مثلث�ها اين دوی هر ديگر طرف از دارند. برابر مساحت خاص طور به و هستند
مساحت که می�دهد نتيجه اين و داشت خواهد وجود آن با برابر مساحت با سفيد�رنگ مثلث يک سياه�رنگ مثلث هر

نيست. بيش�تر سفيدرنگ ناحيه�ی از سياه��رنگ ناحيه�ی
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نامتناهی خوشه�ی .۸ شماره سؤال
ضلع طول از منظور دارد. وجود «۲n + ۱ ضلع به و مبدأ مرکز به افقی «مربع عنوان تحت عبارتی سؤال صورت در توجه.
مربع اين ضلع طول برای ۲n عدد از که بود به�تر شايد است. مربع ضلع روی صحيح نقطه�های تعداد بيان، اين در مربع

می�شد. استفـاده

شامل که خوشه�ای حال نيست. حذف�شده نقطه�های بين در مبدأ که کرد فرض می�توان مسئله کليت از شدن کم بدون
از يکی به مجاور که است حذف�شده نقطه�هايی شامل آن مرز باشد، متناهی خوشه اين اگر بگيريد. نظر در را است مبدأ
مربعی درون خوشه اين نقطه�های همه�ی که باشد طبيعی عدد kکوچک�ترين کنيد فرض هستند. خوشه اين رأس�های
اين مرز روی مبدأ شامل خوشه�ی نقطه�های از يکی حتماًٌ صورت اين در می�گيرند. قرار مبدأ مرکز ۲kبه + ۱ ضلع به
هر برای صورت اين در باشد. مربع راست سمت عمودی ضلع روی رأس اين کنيد فرض تقـارن دليل به دارد. قرار مربع
يکی در (اگر دارد وجود i اول مؤلفه�ی با شده حذف نقطه�ی يک مبدأ مرکز ۲kبه + ۳ ضلع به مربع در ،۰ ≤ i ≤ k + ۱
ضلع به مربع در پس است). نبوده ممکن عدد کوچک�ترين k باشد، نداشته وجود حذف�شده�ای نقطه�ی ستون�ها اين از
و دارد تناقض مسئله فرض با اين ،k + ۲ > k+۱

۲ چون که داريم شده حذف نقطه�ی k + ۲ حداقـل مبدأ مرکز به ۲k + ۳
است. نامتناهی مبدأ شامل خوشه�ی بنابراين

در خوشه�ها اين دوی هر که rيافت طبيعی عدد می�توان داريم. مجزا نامتناهی خوشه�ی دو حداقـل که کنيد فرض حال
طبيعی عدد هر برای خوشه�ها بودن نامتناهی و هم�بندی دليل به باشند. داشته ۲rرأس + ۱ ضلع و مبدأ مرکز به مربع
رئوس از يکی بايد k ≥ r هر برای علاوه� به دارند. ۲kرأس + ۱ ضلع و مبدأ مرکز به مربع مرز روی خوشه دو هر ،k ≥ r

متصل هم به مربع اين مرز روی از خوشه دو صورت اين غير در چون باشد، شده حذف مبدأ مرکز به ۲k+ ۱ ضلع به مربع
مبدأ مرکز به ۲N + ۱ ضلع به مربع در حذف��شده Nرأس − r حداقـل ،N بزرگ طبيعی عدد يک برای پس می�شوند.
تناقض مسئله فرض با که است شده حذف مربع اين در رئوس از N

۲ از بيش يعنی اين و N − r > N
۲ ،N > ۲r اگر داريم.

داريم. گراف اين در نامتناهی خوشه�ی يک فقط و يک پس دارد.
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 به نام او
 آزمون خلاقيت

 

 ای دو متغيره جمله چند .١

( , )P x yهای توانجمله يعنی جمع  تکی يک  درجه. ای دو متغيره با ضرايب حقيقی است جمله  چند x و 
yرجه در مجموع جملات با بيشترين د.  در آن( , )P x y را ( , )Q x yناميم  می. 

) اگر به عنوان مثال( , )P x y x y x y xy x= − + + −4 2 3 23 2 5 گاه   آن5
( , )Q x y x y x y= −4 2 33 2.( 

  وجود دارند که y2 و x2 و y1 و x1فرض کنيد اعداد حقيقی 

( , ) , ( , )Q x y Q x y> <1 1 2 20 0 

)}ی  ثابت کنيد مجموعه , ) | ( , ) }x y P x y =  .دار نيست  کران0

 Sی اعضای  جود داشته باشد که فاصله وMدار گوييم اگر عدد مثبت  از صفحه را کرانSی  زيرمجموعه(
 .) باشدMتا مبدأ، کمتر از 
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مکعب غلطان. ٢

aو bو cيک مکعب.  اعداد طبيعی هستند( ) ( ) ( )a b c+ × + × +2 1 2 1 2 اين مکعب روی.  داريم1
های وجه.توان مکعب را به هر جهتی غلطاندمی. های واحد قرار داردای از هر سمت نامتناهی و با مربعصفحه

 روی هر خانه ازيعنی اگر(ی وسط هر وجه رنگی شده است خانههای واحد تقسيم شده ومکعب به مربع
).شودار بگيرد، آن خانه رنگی میصفحه قر

توان را میای از صفحهگاه هر خانهثابت کنيد اگر طول اضلاع مکعب دو به دو نسبت به هم اول باشند، آن
 .رنگی کرد
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  صفحه درنقاط. ٣
ی ها  که از اثر تبديل    ای مجموعه. نقطه در صفحه با آرايشی دلخواه داده شده است         nز  متشکل ا  A مجموعه

 خـواهيم  مـی .  گـوييم  A را يک نسخه از      يددست بيا  به   A ها روی  های آن   تجانس و يا ترکيب    انتقال، دوران، 
n  نسخه از A      عضوی و هر سه تـا    تکشان اشتراک، به طوری که هر دو نسخه ،را طوری در صفحه قرار دهيم

 .دشان تهی باشاشترک
 بـدون اسـتفاده از دوران و        تـوان  می ،الاضلاع ندهند  یزتشکيل متوا  A ای از   نقطه ٤ثابت کنيد اگر هيچ     ) الف

الاضلاعی که    و متوازی  ٠ضلاع با زاويه    الا یزمتوا A( . اين کار را انجام داد     ها  استفاده از انتقال   تجانس و تنها با   
 !)هم ندارد دو راس مقابلش بر هم منطبق باشد

 .توان اين کار را انجام داد ها می های تمام تبديل  کنيد همواره با استفاده از ترکيبثابت) ب
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 کاری کاشی. ٤

x, فرض کنيد. ای نباشد  نقطه شبکه هيچشکلی در صفحه باشد که مرز آن شامل S فرض کنيد y S∈ 
. ) اگر مختصات طول و عرض آن صحيح باشديمای گوي ای را شبکه نقطه( باشند ١ای به فاصله  دو نقطه شبکه

همواره  y و x طوری که نقاط هکاری کرد ب بتوان صفحه را کاشی S شکلهای  کپیفرض کنيد با استفاده از
، S ثابت کنيد مساحت شکل).توان دوران داد و يا برگرداند  را میSهای  کپی(ای بيفتند  روی نقاط شبکه

 .ای درون آن است برابر با تعداد نقاط شبکه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x
y
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دنباله جالب. ٥

nعددی طبيعی است و, ,x x1  :های زير است است که دارای خاصيت1− و١ای از اعداد دنباله2

n تناوب آن دورهمتناوب است و کوچکترين• −2  داريمj برای هر عدد طبيعیيعنی (. است1

n jj
x x+ − =2 n و1 −2 .) کوچکترين عدد طبيعی با اين خاصيت است1

kt متمايزصحيحاعداد• t t n≤ < < < <1 j وجود دارند که برای هر عدد طبيعی20

داريم

kj n j t j t j tx x x x+ + + += × × ×
1 2

nsکهsثابت کنيد برای هر عدد طبيعی < −2 داريم1
n

i i s
i

x x
−

+
=

= −∑
2 1

1
1
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وجهیچند. ٦
 :گاهگوييم هر صفحه را خوب میضلعی در-١٢يک
هـای آن شـامل نقـاط        راسمـاًچهاروماً مرکز آن مبدأ مختصات باشـد،      ، س!!تو پر باشد  منتظم باشد، دوماً    اولاً  
( , )0 1( , ) ) و10 و , ) و10−( , )−0  :ی به شکل زيريعن . باشد1

xyتصويرش را بيابيد که   ای  وجهی چندترينحجيمهایتعداد وجه يـکzxوyzو روی هـر سـه صـفحه    
 .ضلعی خوب شود-١٢

بعـدیسـه بر هم منطبق و همان مبدا مختـصات بـرای فـضای    عیضل-١٢ سه اينهای زمرکواضح است که(
 ).است
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تابع جالب .٧
Sای مجموعهnو عضوی است ( )P Sایهمجموعهی زيری همه مجموعهSاست و 

: ( )f P S →

 :های زير استبا خاصيتتابعی
)، داريمA مانندSبرای هر زيرمجموعه از• ) ( )f A f S A= −.
، داريمB وA مانندSمجموعه ازبرای هر دو زير•

max( ( ), ( )) ( )f A f B f A B≥ ∪

 . استnتر يا مساوی کوچکfردُبثابت کنيد تعداد اعضای
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n2اعداد . ٨ 1+ 

nنهايت عدد طبيعی به صورت       ثابت کنيد بی   +2 k به شکل    ی وجود دارد که هيچ مقسوم عليه      1 +2  به  1
 . ندارد،جز يک و خودش
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۱

.

..
.

خلاقيت آزمون راه�حل

متغيره دو چندجمله�ای .۱ شماره سؤال
همگن چندجمله�ای يک Q است، ۱ حداقـل d مسئله، فرضيات به توجه با نتيجه در می�دهيم. نشان d با را P درجه�ی
در مبدأ از غير نقطه�ی دو (x۲, y۲) و (x۱, y۱) و است d درجه�ی از است) برابر آن تک�جمله�ای�های همه�ی درجه�ی (يعنی

هستند. صفحه
P (rx۰, ry۰) ،r بزرگ کافی اندازه�ی به مثبت اعداد برای اين�صورت در .P (x۰, y۰) ̸= ۰ و (x۰, y۰) ̸= (۰, ۰) کنيد فرض لم.

است. هم�علامت Q(x۰, y۰) با

که داد نشان می�توان راحتی به است. کم�تر d از R جملات همه�ی درجه�ی اين�صورت در .R = P −Q دهيد قرار اثبات.
،r > ۱ مثبت عدد هر برای که دارد وجود K مثبت عدد

|R(rx۰, ry۰)| < Krd−۱.

داريم: r > ۱ برای پس .Q(rx۰, ry۰) = rdQ(x۰, y۰) ،Q بودن همگن بنابر طرفی از

P (rx۰, ry۰) = Q(rx۰, ry۰) +R(rx۰, ry۰)

> rdQ(x۰, y۰)−Krd−۱ = rd−۱(rQ(x۰, y۰)−K).

:r > ۱ برای همين�طور است. مثبت هم P (rx۰, ry۰) باشد، بزرگ�تر ۱ و K
Q(x۰,y۰)

از r و باشد مثبت Q(x۰, y۰) اگر درنتيجه

P (rx۰, ry۰) < rd−۱(rQ(x۰, y۰) +K).

صورت دو هر در درنتيجه است. منفی هم P (rx۰, ry۰) باشد، بزرگ�تر ۱ و − K
Q(x۰,y۰)

از r و باشد منفی Q(x۰, y۰) اگر پس
است. برقرار لم حکم

دو ،M بزرگ کافی اندازه�ی به اعداد برای که می�شود نتيجه کنيم، استفـاده (x۲, y۲) و (x۱, y۱) برای را بالا لم اگر حال
آن�ها از يکی در P مقدار که می�شود پيدا مبدأ حول M شعاع به دايره�ی روی (sx۲, sy۲) و (rx۱, ry۱) صورت به نقطه
مقدار می�کنيم، حرکت دوم نقطه�ی سمت به دايره اين کمان يک روی اول نقطه�ی از وقتی است. منفی ديگری در و مثبت
P مقـادير ،P مقـادير پيوستگی به توجه با پس می�رسد. منفی عدد يک به نهايتاً و می�شود شروع مثبت عدد يک از P
دل�خواه به شعاع با دواير روی P درنتيجه می�دهد. پوشش را صفر- جمله -از نهايی مقدار و اوليه مقدار مابين اعداد همه�ی

نيست. کران�دار است، صفر آن�ها در P مقدار که نقـاطی مجموعه�ی و می�شود صفر مبدأ حول بزرگ
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۲

.

..
خلاقيت آزمون راه�حل

غلطان مکعب .۲ شماره سؤال
با شکل مطابق باشد. زير شکل در (۱) شماره معکب شبيه زمين، روی مکعب گرفتن� قرار نحوه�ی ابتدا در کنيد فرض
(۷) شماره مکعب به مکعب اين عقب سمت به نهايت در و راست جلو، چپ، جلو، راست، سمت به ترتيب به آن غلطاندن
اوليه وجه همان دوباره علاوه به و است (۲a + ۱, ۲a + ۱) بردار اندازه�ی به اول مکعب انتقـال�يافته�ی که می�شود تبديل

دارد. قرار زمين روی

اگر و می�رسيم (− (۲a+ ۱), ۲a+ ۱
) بردار به طبيعتاً کنيم، عوض هم با را چپ و راست جای حرکت�هايمان در همه�جا اگر

بردار به کنيم عکس� را جهت�ها همه�ی اگر و رسيد +۲a)خواهيم ۱,−(۲a+ ۱)
) بردار به کنيم عوض را عقب و جلو جای

غلطاند گونه�ای به را آن می�توان bدارد، و a به نسبت شکل اين که تقـارنی به توجه با می�رسيم. (− (۲a+ ۱),−(۲a+ ۱)
)

وجه همان حالت�ها اين تمام در که کنيد توجه کند. پيدا انتقـال صفحه در ،(± (۲b+ ۱),±(۲b+ ۱)
) بردار اندازه�ی به که

کافی هم (
± (۲c+ ۱),±(۲c+ ۱)

) بردارهای به رسيدن برای دارد. قرار زمين روی نهايت در اوليه جهت همان با اوليه
حرکت�هايی با و ۲cباشد + ۱ برابر زمين روی مستطيل ضلع�های از يکی تا بغلطانيم راست سمت به را مکعب ابتدا است
همان تا بغلطانيم چپ سمت به را مکعب بار يک آخر، دست و دهيم حرکت مطلوب بردار اندازه�ی به را آن بالا به شبيه

باشد. زمين روی اوليه) وضعيت همان (با اوليه وجه
نماييم: رنگی هم را زير خانه�های می�توانيم کنيم، رنگی ,x)را y)مختصات با صفحه در شبکه�ای خانه�ای بتوانيم اگر بنابراين

(
x± (۲a+ ۱), y ± (۲a+ ۱)

)
,
(
x± (۲b+ ۱), y ± (۲b+ ۱)

)
,
(
x± (۲c+ ۱), y ± (۲c+ ۱)

)
برای نماييم. رنگی هم را (x± ۱, y± ۱) خانه�های از کدام هر می�توانيم شود ,x)رنگی y) خانه�ی اگر که می�کنيم ادعا حال

که يافت r, s, t صحيح اعداد می�توان مکعب، اضلاع بودن اول هم به نسبت به توجه با که کنيد توجه منظور اين
r(۲a+ ۱) + s(۲b+ ۱) + t(۲c+ ۱) = ۱

بار s ،(ϵ۱(۲a + ۱), ϵ۲(۲a + ۱)
) بردار از استفـاده بار r با بالا نکته�های به توجه با ۱±می�توان از ϵ۱, ϵ۲ انتخاب هر برای

(x, y) خانه�ی ϵ۱(۲c)از + ۱), ϵ۲(۲c + ۱)
) بردار از استفـاده بار t نهايت در و (ϵ۱(۲b + ۱), ϵ۲(۲b + ۱)

) بردار از استفـاده
(x, y) با آن مؤلفه�ی دو مجموع زوجيت که نقطه�هايی همه�ی به می�توان عمل اين با و +x)برويم ϵ۱, y + ϵ۲) خانه�ی به

رسيد. است، يک�سان
مکعب اگر که کنيد دقت دارد، تفـاوت ما اوليه�ی خانه�ی با آن مؤلفه�ی دو مجموع زوجيت که نقطه�هايی به رسيدن برای
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خلاقيت آزمون راه�حل

،a+ c+ ۱ مقدار به ترتيب به مؤلفه�ها مجموع حرکت سه اين در بغلطانيم، راست دوباره و جلو سپس راست سمت به را
است فرد عددی ۲a+ ۲b+ ۲c+ ۳ يعنی عدد سه اين جمع که اين به توجه با می�کند. تغيير واحد b+ c+ ۱ و a+ b+ ۱
اجرای و وضعيت آن از شروع با می�توانيم و است کرده تغيير فردی مقدار مؤلفه�ها مجموع گام سه از يکی در حتماً پس

کنيم. رنگی نيز را خانه�ها مابقی بالا فرآيند

اول هم به نسبت دو به دو مکعب ضلع سه طول که نبود لازم مسئله صورت در که می�بينيم بالا راه�حل به توجه با توجه.
.(۲a+ ۱, ۲b+ ۱, ۲c+ ۱) = ۱ يعنی باشد، نداشته مشترکی اول عامل ضلع سه طول که بود کافی تنها و باشند
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خلاقيت آزمون راه�حل

صفحه در نقـاط .۳ شماره سؤال
a⃗iها که A = {a۱, a۲, . . . , an} کنيد فرض بگيريد. نظر در مختصات مبدأ عنوان به را صفحه از دل�خواهی نقطه�ی الف.

می�کنيم تعريف صورت اين در هستند. صفحه در بردارهايی
Ai = A+ a⃗i = {a+ ai|a ∈ A}

خلف برهان به باشد. داشته عضو يک از بيش�تر Aiنمی�تواند ∩ Aj که می�کنيم ادعا .ai + aj ∈ Ai ∩ Aj که کنيد دقت
داريم: .x ∈ Ai ∩Aj که باشد a⃗i + a⃗j از غير x عنصر يعنی نباشد، چنين اين کنيد فرض

x ∈ Ai, x ̸= ai + aj ⇒ ∃i۱ ̸= j, x = ai + ai۱

x ∈ Aj , x ̸= ai + aj ⇒ ∃i۲ ̸= i, x = aj + ai۲

می�دهد: نتيجه اين که
ai۱ + ai = ai۲ + aj ⇒ ai۱ − ai۲ = aj − ai

دارد. تناقض سؤال صورت فرض با که می�دهند متوازی�الاضلاع يک Aتشکيل از ai, aj , ai۱ , ai۲ عنصر ۴ صورت اين در
،i, j, k متمايز انديس سه برای اگر که چرا است. تهی برابر Aiها از سه�تايی هر اشتراک که ديد سادگی به می�توان پايان در
دارد وجود l انديس يعنی اين ،a⃗i + a⃗j ∈ Ak بايد Ai ∩Aj = {a⃗i + a⃗j} که اين به توجه با باشد، ناتهی Ai ∩Aj ∩Ak

که
a⃗i + a⃗j = a⃗k + a⃗l ⇒ a⃗i − a⃗k = a⃗l − a⃗j

دارد. تناقض مسئله فرض با که می�دهد Aتشکيل اعضای از متوازی�الاضلاع يک هم باز که

مورد صفحه�ی کنيد فرض علاوه به Aبگيريد، مجموعه�ی از خارج صفحه در نقطه�ای را مختصات مبدأ قسمت اين ب.در
باشند. A مجموعه�ی اعضای با متناظر مختلط ,a۱}اعداد a۲, . . . , an} و مختلط اعداد صفحه�ی بحث

می�کنيم: تعريف اين�جا در
Ai = Aai = {aai : a ∈ A}

در را تجانس) و دوران يک (ترکيب مبدأ مرکز به مارپيچی تجانس يک ai مختلط عدد در کردن ضرب که اين به توجه با
در ديگری عنصر x ̸= aiaj اگر حال .aiaj ∈ Ai ∩Aj قبل مشابه بود. خواهد A از نسخه�ای Ai می�کند، مشخص صفحه

داريم: باشد، Ai ∩Aj

x ∈ Ai, x ̸= aiaj ⇒ ∃l ̸= j, alai = x

x ∈ Aj , x ̸= aiaj ⇒ ∃k ̸= i, akaj = x

تجانس مرکز مختصات مبدأ صورت اين در هستند). ناصفر aiها همه�ی کنيد (دقت� ai

ak
=

aj

al
يا و alai = akaj نتيجه در

از جفت يک که مارپيچی�هايی (تجانس تبديل�هايی چنين تعداد ajمی�فرستد. به را al و ai به را ak که است مارپيچی
ابتدا از می�توانيم پس است. متناهی ،A نقطه�های تعداد بودن متناهی دليل به بفرستند)، ديگری جفت به Aرا نقطه�های
مشابه است. aiaj تنها شامل Ai ∩Aj بنابراين نباشد. تبديل�ها اين از کدام هيچ مرکز که کنيم انتخاب گونه�ای به را مبدأ
مبدأ مرکز به مارپيچی تجانس يک بايد شود، ناتهی Aiها از تا سه اشتراک اگر الف، قسمت راه�حل بخش آخرين استدلال
می�رسد. پايان به حکم اثبات و ندارد امکان اين بالا فرض دليل به که بفرستد ديگری جفت به Aرا نقطه�های از جفت يک
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کاشی�کاری .۴ شماره سؤال
y ،x با متناظر نقطه�های ترتيب به ′zرا و y′ ،x′ ديگر. کاشی يک S′ و باشد S در ديگری شبکه�ای zنقطه�ی کنيد فرض
شبکه�ای نقطه�های همگی که دارد ′zوجود گرفتن قرار برای ممکن مکان ۴ تنها زير شکل مطابق کنيد. فرض S′ در z و

بناميد. k را برابر مقدار اين است. برابر هم با مختلف کاشی�های در شبکه�ای نقطه�های تعداد پس هستند.

ضلع به يکی هم�مرکز مربع دو ،D مثل طبيعی عددی برای باشد. بيش�تر S در نقطه دو هر بين فـاصله�ی dاز ∈ N فرض
با که کاشی�هايی تعداد باشند. شبکه�ای نقطه�های از متشکل دو هر رئوس که بگيريد نظر Dدر + ۲d ضلع به ديگری و D
توسط که شبکه�ای رئوس کل تعداد دارد، شبکه�ای kرأس کاشی هر که آن�جا از uبناميد. را دارند اشتراک داخلی مربع
(چون باشد کم�تر D ×D مربع مرز روی يا درون شبکه�ای رئوس از نمی�تواند که ukاست می�شود، پوشانده uکاشی اين
نمی�توانند uکاشی اين از يک هيچ d انتخاب به توجه با .uk ≥ (D + ۱)۲ پس پوشانده�اند). Dرا ×D مربع کاشی u اين

.uk ≤ (D + ۲d+ ۱)۲ بنابراين و باشند داشته D + ۲d ضلع به مربع بيرون نقطه�ای
که: می�شود نتيجه� مساحت مورد در بار اين بالا شبيه استدلالی از می�دهيم. sنمايش با را S مساحت حال

D۲ ≤ us ≤ (D + ۲d)۲

داشتيم: هم ديگر طرف از
(D + ۱)۲ ≤ uk ≤ (D + ۲d+ ۱)۲

داريم: رابطه دو اين از استفـاده )با
D + ۱
D + ۲d

)۲
≤ k

s
≤

(
D + ۲d+ ۱

D

)۲

نابرابری راست سمت و چپ سمت جمله�ی دو هر ،D مقدار بزرگ�کردن با هستند، Dبرقرار هر برای نابرابری�ها اين چون
می�شود. کامل اثبات ترتيب اين به kو = s لذا و می�کنند ميل ۱ به
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جالب دنباله�ی .۵ شماره سؤال
nهمه�ی Xمجموعه�ی X.فرضکنيد ′ = X−{(۱, ۱, . . . , ۱)} و باشد مجموعه�ی{۱+,۱−} درايه�هایدر با مرتب تايی�های

.x = ([x]۱, [x]۲, . . . , [x]n)يعنی می�کنيم، استفـاده آن مؤلفه�یiام نمايش i[x]برای نماد از x ∈ X عنصر هر برای علاوه به
داريم: ،۰ < i۱ < i۲ < · · · < ik ≤ n طبيعی عدد k هر برای ∑لم.

x∈X′

(
[x]i۱ [x]i۲ · · · [x]ik

)
= −۱

باشند داشته تفـاوت i۱ام مؤلفه�ی در فقط که ′xيافت يک�تای عنصر Xمی�توان در x عنصر هر برای که کنيد توجه اثبات.
صورت اين در باشد يک�سان آن�ها مؤلفه�های بقيه�ی و

[x]i۱ , [x]i۲ · · · [x]ik + [x′]i۱ [x
′]i۲ · · · [x′]ik = ۰

مقدار بايد است، X ′ روی مجموع که حال شد. خواهد صفر برابر حاصل باشد، X کل روی بالا مجموع اگر نتيجه در و
می�دهد. نتيجه را نظر مورد رابطه�ی اين که کنيم کم آن از را ۱است برابر که (۱, ۱, . . . , ۱) به مربوط

همگی (xi, xi+۱, . . . , xi+n−۱) nتايی�های ،۱ ≤ i ≤ ۲n− ۱ هر برای مسئله صورت در xi دنباله�ی خاصيت دو به توجه با
و قبلی عنصر n شدن تعيين با دنباله عنصر هر اين به توجه با باشند، برابر هم با آن�ها از تا دو اگر چرا هستند. متمايز
دوره�ی می�شوند، تعيين می�کند) بيان مسئله صورت در دنباله خاصيت دومين که قـاعده�ای (با يک�تا طور به بعدی��اش يا
اين در که چرا نيست، (۱, ۱, . . . , ۱) nتايی�ها اين از هيچ�يک علاوه به شد. ۲nخواهد − ۱ از کم�تر عددی دنباله تناوب
بار يک� دقيقـاً بين اين� Xدر ′ مجموعه�ی nتايی ،۲n − ۱ همه�ی بنابراين بود. ۱خواهد ثابت دنباله�ی ،xi دنباله�ی صورت

می�شود. ظاهر
اين مورد در مسئله صورت خواص و کرد تعريف هم i منفی مقـادير برای xi = xi+۲n−۱ صورت به می�توان xiرا دنباله�ی
که دارد وجود ۰ < u۱ < u۲ < · · · ≤ up ≤ n صحيح اعداد که می�دهيم نشان است. صادق کماکان هم جديد دنباله�ی
به می�توان xiرا که کنيد دقت منظور اين برای نوشت. xi−u۱xi−u۲ · · ·xi−up حاصل�ضرب صورت به می�توان xixi+sرا

صورت به می�توان را xi+sهم مورد در نوشت. {xi−۱, xi−۲, . . . , xi−n} مجموعه�ی عناصر از تعدادی حاصل�ضرب صورت
صورت به را ضرب اين عناصر از کدام هر ترتيب همين به و نوشت دنباله در قبلی�اش nعنصر از تعدادی حاصل�ضرب
مجموعه�ی عنصر�های از تعدادی حاصل�ضرب صورت به که اين تا ... و می�نويسيم آن قبلی عناصر از تعدادی حاصل�ضرب
باشند. توان�دار نهايی حاصل�ضرب در عناصر از بعضی است ممکن که است اين مشکل ,xi−۱}برسيم. xi−۲, . . . , xi−n}

را xi و xm
i = xi باشد، فرد m اگر هستند، −۱ يا ۱ xiها که اين به توجه با باشد، شده ظاهر حاصل�ضرب xmدر

k اگر
اين با اگر حال کرد. حذف حاصل�ضرب از را آن می�توان xmکه

i = ۱ باشد، زوج m هم اگر می�کنيم. xmجای�گزين
i با

دوره که فرض اين با که xi = xi+s نتيجه در و xixi+s = ۱ که می�گيريم نتيجه نماند باقی� جمله�ای هيچ حذف�کردن�ها
شد. ثابت ما ادعا پس دارد. تناقض است ۲n دنباله تناوب

لم و دنباله تناوب به توجه با نهايت در بود. خواهد
۲n−۱∑
i=۱

xi−u۱xi−u۲ · · ·xi−up صورت به
۲n−۱∑
i=۱

xixi+s توضيحات اين با
بود. خواهد −۱ برابر مجموع اين بالا
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چندوجهی .۶ شماره سؤال
اين وضوح به دارد. وجه ۳۶ چندوجهی) (حجيم�ترين مسئله صورت در خواسته�شده چندوجهی که می�دهيم نشان

است. مختصات صفحه�ی سه در خوب ۱۲ضلعی�های قـاعده�ی با توپر استوانه�ی سه اشتراک چندوجهی
و گرفته نظر در را xy صفحه�ی ۱۲ضلعی به مربوط استوانه��ی ابتدا می�پردازيم. استوانه سه اين اشتراک بررسی به حال
يک دوم استوانه�ی وجه�های از کدام هر که می�کنيم ادعا کنيد. بررسی را xz صفحه�ی به مربوط ۱۲ضلعی با آن اشتراک
کنيم ثابت است کافی منظور اين برای است. ۲۴ برابر اشتراک اين وجه�های تعداد و می�کند اضافه قبلی استوانه�ی به وجه
قطع را xy صفحه�ی استوانه�ی مرزی) نقـاط تنها نه (و درون ،xz صفحه�ی به مربوط استوانه�ی وجه�های از کدام هر که
اشتراک هستند، فضا در محدب۱ اشکالی xz استوانه�ی وجه�های از يک هر و xy استوانه�ی که اين به توجه با می�کند.
استوانه�ی تصوير ديگر طرف از کرد. خواهد اضافه ما چندوجهی به يکوجه حداکثر لذا و شد خواهد محدب شکلی هم آن�ها
ضلع پس می�شود. شامل را صفحه اين در موجود ۱۲ضلعی که است صفحه اين در توپر نوار يک xz صفحه�ی روی xy

می�کند. قطع را ضلع آن به متناظر وجه xy استوانه�ی بنابراين و است شامل هم را يادشده وجه به مربوط
اين هستند، محدب استوانه دو هر که آن�جا از و دارد وجه ۲۴ که است چندوجهی يک استوانه دو اين اشتراک پس
،(۰, ۰, ۱) نقطه�های شامل چندوجهی اين ديگر سوی از است. محدب خود است، استوانه دو اشتراک که چندوجهی
نتيجه در است. شامل را رئوس اين با مربع کل بودن، محدب به توجه با و هست (۰,−۱,−۱) و (۰,−۱, ۱) ،(۰, ۱,−۱)

می�شود. شامل را صفحه اين در موجود ۱۲ضلعی کل ،yz صفحه�ی روی ۲۴وجهی اين تصوير
وجه�های از کدام هر نظربگيريم، در را yz صفحه�ی به مربوط استوانه�ی و ۲۴وجهی اين اشتراک اگر قبل، قسمت مشابه کاملاً
هم اشتراکشان و هستند محدب دو هر وجه آن و (۲۴وجهی می�کنند قطع محدب ناحيه�ی يک در را ۲۴وجهی استوانه

می�کنند. اضافه آن به جديد وجه يک و است) محدب
بود. خواهد ۳۶وجهی يعنی ۲۴+ ۱۲ حاصل شکل نتيجه در و می�افزايند ۲۴وجهی به وجه ۱۲ استوانه، اين وجه ۱۲ بنابراين

می�دهد. نمايش را چندوجهی اين از نما يک زير شکل

آن عضو هم نقطه دو آن بين واصل پاره�خط کل بودند، آن عضو نقطه دو اگر که باشد دارا را خاصيت اين هرگاه می�ناميم، محدب را فضا در ۱شکلی
باشد. شکل
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جالب تابع .۷ شماره سؤال
است. شده استفـاده Ac نماد از S −A جای به راه�حل همه�جای در می�کنيم. اثبات را لم يک ابتدا

باشد، آمده دست به S از A۱, A۲, . . . , Am زيرمجموعه�های از گرفتن مکمل و اشتراک اعمال Bبا مجموعه�ی اگر لم.
آن�گاه:

f(B) ≤ max{f(A۱), f(A۲), . . . , f(Am)}

داريم: هم اين برای .f(A ∩B) ≤ max{f(A), f(B)} ،B و A مجموعه�ی دو هر برای که کنيم ثابت است کافی اثبات.
f(A ∩B) = f ((Ac ∪Bc)c) = f(Ac ∪Bc) ≤ max{f(Ac), f(Bc)} = max{f(A), f(B)}

داد: ادامه می�توان صورت به را راه�حل حال
با باشند. f برد اعضای f(A۱) < f(A۲) < · · · < f(Am) و باشد mعضوی دقيقـاً f برد کنيد فرض اول. راه�حل
برای اگر اما نمی�آيد. دست به گرفتن مکمل و اشتراک عمل�های ,A۱با A۲, . . . , Am−۱ از Am مجموعه�ی لم به توجه
اين با هم Am که می�گيريم نتيجه بيايد، دست ,A۱به A۲, . . . , Am−۱ از مکمل و اشتراک عمل�های {i}با ،i ∈ Am هر
به A۱, A۲, . . . , Am−۱ از {i} که هست i ∈ Am مثل عنصری می�گيريم نتيجه پس است. بوده دست�يابی قـابل اعمال
.i ∈ B۱ ∩ B۲ ∩ · · · ∩ Bm−۱ ، ،۱ ≤ i ≤ m − ۱ برای Ac

i يا Ai برابر Bi مجموعه�ی مناسب انتخاب با نمی�آيد. دست
i′ مثل عنصری يعنی اين نيست. {i} برابر اجتماع اين بالا نکته�ی به توجه با اما .i ∈ B۱ ∩B۲ ∩ · · · ∩Bm−۱ ∩Am پس

.i′ ∈ B۱ ∪B۲ ∪ · · · ∪Bm−۱ ∪Am که دارد وجود
آن دامنه�ی اعضای که بسازيم جديدی تابع و کنيم يکی هم با ′iرا و i عنصر دو که است اين ما ايده�ی راه�حل ادامه در
شامل يا که S از زيرمجموعه�هايی روی تنها fرا تابع دامنه�ی اگر aو = {i, i′} می�کنيم تعريف منظور اين برای باشد. کم�تر
تابع می�توان هستند) مجموعه�هايی چنين (�Aiها کنيم محدود نيستند، هيچ�کدام شامل يا هستند عضو دو اين دوی هر

است. دارا را مسئله فرض خواص که کرد تعريف f ′ : P
(
(S − {i, i′}) ∪ a

)
→ N

کنيم، استفـاده استقرا از اين�جا اگر و Sاست اعضای تعداد از کم�تر واحد ,S−{i)يک i′})∪aاعضای تعداد که کنيد توجه
پايه�ای حالت�های بايد (تنها می�کند. تمام را حکم اثبات اين mو ≤ n نتيجه در و m − ۱ ≤ n − ۱ که می�گيريم نتيجه

است.) سرراست کاملاً آن�ها بررسی که شوند nبررسی = ۱ مثلاً

است. نيازمند گروه�ها نظريه�ی از اطلاعات مقداری به راه�حل دوم.اين راه�حل
بالا لم به توجه با

f(A∆B) = f
(
(A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B)

)
≤ max{f(A ∩Bc), f(Bc ∩B)} ≤ max{f(A), f(B)}

A و خنثی عضو عنوان به ∅) می�دهند گروه يک ∆تشکيل متقـارن تفـاضل عمل و P (S) مجموعه�ی که کنيد توجه حال
و باشد {۱, ۲, . . . ,m} مجموعه�ی f تابع برد که می�کنيم فرض مسئله کليت از شدن کم بدون خودش). وارون عنوان به

می�کنيم: ۱تعريف ≤ i ≤ m هر برای
Bi = {A ∈ P (S) : f(A) ≤ i}

بر P (S) اعضای تعداد گروه�ها نظريه�ی در لاگرانژ قضيه�ی طبق Pهستند. (S) از زيرگروه�هايی Biها بالا نکته�ی به توجه با
کدام هر اعضای تعداد است، عضوی ۲n ،P (S) که اين به توجه با است. بخش�پذير زيرگروه�ها اين از يک هر اعضای تعداد
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خلاقيت آزمون راه�حل

نتيجه در . B۱ ⊊ B۲ ⊊ · · · ⊊ Bm = P (S) که کنيد دقت اما است. دو از توانی هم زيرگروه�ها اين از
۰ < |B۱| < |B۲| < · · · < |Bm|

B۱ بنابراين و Ac ∈ B۱ آن�گاه ،A ∈ B۱ اگر که کنيد (توجه است دو از توان�هايی مجموعه�ها اين اعضای تعداد چون و
داريم: دارد) عضو دو حداقـل

|B۱| ≥ ۲۱, |B۲| ≥ ۲۲, . . . , |Bm| ≥ ۲m

.m ≤ n نتيجه در و ۲m ≤ ۲n پس .|Bm| = |P (S)| = ۲n اما
بگيريد: نظر در را زير تابع می�توانيد مثلاً باشد، داشته عضو n دقيقـاً آن برد که دارد وجود f تابع که کنيد توجه توضيح.

f(A) = max
{
min{x : x ∈ A},min{x : x ∈ Ac}

}
دارد. عضو n آن برد وضوح به و دارد را مسئله صورت خواص تابع اين که کرد چک می�توان راحتی به
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خلاقيت آزمون راه�حل

n۲ + ۱ اعداد .۸ شماره سؤال
اين به ديگری مقسوم�عليه علاوه به و n۲باشد + ۱ شکل به هرگاه می�ناميم، «منزوی» را طبيعی عدد يک اول. راه�حل
اين برای است. نامتناهی منزوی اعداد تعداد دهيم نشان که است اين ما هدف باشد. نداشته يک و خودش از غير شکل

می�کنيم: اثبات و بيان را لم يک ابتدا منظور
دارد. ۱ از بزرگ�تر منزوی مقسوم�عليه n۲يک + ۱ شکل به طبيعی عدد هر لم.

که می�شود n۱يافت < n مثل طبيعی عددی صورت اين غير در است. حل مسئله باشد منزوی n۲ + ۱ اگر اثبات.
که دارد وجود n۲ < n۱ مثل طبيعی عدد پس است. حل هم باز مسئله که باشد منزوی n۲

۱ + ۱ اگر حال .n۲
۱ + ۱|n۲ + ۱

نباشد... اگر و است حل مسئله باشد منزوی n۲
۲ + ۱ اگر هم باز . n۲

۲ + ۱|n۲
۱ + ۱

حتماً بنابراين و شد خواهيم متوقف حتماً می�کنيم انتخاب را کوچک�تری عدد بار هر روند اين در که اين به توجه با
می�شود. يافت منزويی مقسوم�عليه

a۲۱ + ۱, a۲۲ + ۱, . . . , a۲m + ۱ و باشد متناهی منزوی اعداد تعداد کنيد فرض خلف برهان به اصلی مسئله�ی حل برای حال
می�کنيم: تعريف زير صورت به Aرا طبيعی عدد باشند. منزوی اعداد همه�ی

A =
(
(a۲۱ + ۱)(a۲۲ + ۱) · · · (a۲m + ۱)

)۲
+ ۱

منزوی اعداد از هيچ�کدام بر Aنمی�تواند اما دارد. منزوی مقسوم�عليهی بالا لم طبق و n۲است + ۱ شکل به عددی A
ترتيب اين به است. بخش�پذير آن�ها همه�ی بر و آمده دست به منزوی اعداد حاصل�ضرب Aاز − ۱ زيرا باشد، بخش�پذير

داريم. منزوی عدد بی�نهايت بنابراين و شد منجر تناقض به منزوی اعداد بودن متناهی فرض

است. بالا لم اثبات هم راه�حل اين اول قسمت دوم. راه�حل
بگيريد. نظر در را زير دنباله�ی اعضای ادامه در

an = ۲۲n + ۱ n ≥ ۱

منزوی مقسوم�عليهی دنباله اعضای از کدام هر بالا لم طبق و m۲است + ۱ شکل به دنباله اعضای از کدام هر وضوح به
به نسبت دو به دو دنباله اعضای يعنی ،(am, an) = ۱ باشد، m ̸= n اگر که ديد سادگی به می�توان ديگر طرف از دارند.
نتيجه بودن اول هم به نسبت هستند، فرد جمله�ها همه�ی چون −am|anو ۲ mباشد، < n اگر واقع (در هستند. اول هم

می�شود.)
داريم منزوی عدد بی�نهايت بنابراين و هستند متمايز دو به دو دنباله اعضای منزوی مقسوم�عليه�های نکته�، اين به توجه با

می�رسد. پايان به اثبات و
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  به نام او
  آزمون خلاقيت

  دوازده وجهی منتظم .۱

دوازده وجهی منتظم يک چند وجهی محدب است که وجوه آن پنج
شود دوازده وجهیطور که در شکل ديده میاند. همانضلعی منتظم

  شود.منتظم بيست رأس دارد و از هر رأس سه ضلع خارج می

هی منتظم رادوازده وجرأس از بيست رأس يک هدفرض کنيد
  ايم.علامت زده

توان دوازده وجهی را با يک دوران برالف) نشان دهيد می
که حداکثر چهار رأسمکان قبلی خود منطبق کرد طوری

  قرار داشته است.مکانداری در آنهم رأس علامتدار در جايی قرار گيرند که قبلاًعلامت

  سه نيست.عددابل تعويض باب) نشان دهيد عدد چهار در قسمت قبل ق
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  ريش! های ريش ای چندجمله. ۲

مانند  حيب صحي، با ضراnدرجه تکين های  ای جملهچند ،طبيعی nو  kالف) ثابت کنيد برای هر 
( ),..., ( )kP x P x1  ها تمام  و جمع هر چند تا از آن نداشته باشندوجود دارند که هيچ دوتايی عامل مشترک

  هايش حقيقی باشد. ريشه

)تکين با ضرايب صحيح مانند  ای ب) آيا نامتناهی چندجمله ), ( ),...P x P x1 د که هيچ دوتايی وجود دار 2
  هايش حقيقی باشد؟ ها تمام ريشه ک نداشته باشند و جمع هر تعداد متناهی از آنعامل مشتر
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  چهارضلعی لق. ٣
دو ةاند و ثانياً زاويدادهرااند که اولاً تشکيل يک چهارضلعی در فضافلزی طوری به هم متصل شده ةچهار ميل

  ادانه قابل تغيير است.متصل آز ةميل

  
زنيم بهرا علامت میاینقطهچهارضلعیهر ضلعیرودر حالتی که چهارضلعی کاملاً در يک صفحه نيست

نحوی که اين چهار نقطه روی يک صفحه باشند. ثابت کنيد با لق خوردن چهارضلعی، چهار نقطه
  .مانندقی میباصفحهشده هميشه همزدهعلامت
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 مند پله برقی هوش. ۴

سرعت آن  باشندنفر سوار آن  mدارای اين خاصيت است که اگر » مرد قصاب جوان«گاه  پله برقی ايست
m a- که  استa .عددی حقيقی، مثبت و ثابت است  

ها به  عرض پله و خواهند از پله بالا روند مینفر  nفرض کنيد 
زمان روی يک پله بايستند. اگر  توانند هم قدری است که همه می

 n ةه همترين زمان لازم برای اين ک باشد کوتاه lطول پله برقی 
  چرا؟ قدر است؟ ی برسند چهنفر به بالای پله برق
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  اعداد اول طلايی. ۵

a...عددی حقيقی باشد وaفرض کنيد a< <1 دی از اعداد طبيعی باشد کهای اکيداً صعودنباله2
naداريمnبرای هر عدد طبيعی na£عدد اول .qناميم اگر عدد طبيعیرا طلايی میmوجود

|داشته باشد که mq aنيد. فرض ک...q q q< < <1 2 }طلايی دنبالةاعداد ةهم ،3 }na.باشند  
a/الف) ثابت کنيد اگر = 1 nگاه، آن5

nq £   بيابيد؟nqتری برایکران بهتوانيدمی. آيا1390

a/ب) ثابت کنيد اگر = 2 nگاه، آن4
nq £   بيابيد؟nqتری برایکران بهتوانيدمی. آيا21390
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  دواير درگير. ۶
  متقاطع باشند و يا در هم گير کرده باشند.گاهگوييم هر دو دايره در فضا را درگير می

  
,,در مورد چهار نقطة متمايز ,A B A B که هربيابيد برای اين» ديمف«در فضا يک شرط لازم و کافی¢¢

A,دايرة گذرنده از زوج Bو هر دايرة گذرنده از زوج,A B   درگير باشند.¢¢
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  گوتابع پيش .۷
:تابع ( )f  ةمجموعو زير Aازرا در نظر بگيريد. تابعfراA-گوييم اگرگو میپيش

} ةمجموع | , ( { }) }x x A f A x xÏ È ¹Î .نشان دهيد تابعی وجود دارد که برایمتناهی باشد
  . باشدگوپيش-A ،از اعداد طبيعیA ةهر زيرمجموع

  گو باشد.پيشمتناهیهایزيرمجموعهد تابعی ارائه کنيد که برایسعی کنينمايی: ابتداراه
  
ثابتی از ةخواهيم زيرمجموعبازی غريبی ترتيب داد به اين طريق که از فردی میتوان شعبدهبا اين تابع می(

حاصل را به ما بگويد. ما با اعمال ةوعماعداد طبيعی انتخاب کند و سپس يک عدد به آن اضافه کند و مج
يعنی حداکثر به ازای متناهیعدد اضافه شده را تقريباً هميشه،ای که به ما داده است،اين تابع روی مجموعه

  )کنيم!اعلام می ،Aاشتباه برای هر
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  های پوشاننده دنباله. ۸
,,دنبالة  nd d¼1 های  با قدر نسبت هايیگاه تصاعد گوييم هر پوشانندهرا  ،نه لزوماً متمايز ،از اعداد طبيعی

, , nd d¼1 کوتاهرا  ها آمده باشد. اين دنباله کم يکی از آن وجود داشته باشند که هر عدد طبيعی در دست 
,گاه نتوان هيچ يک از  ناميم هر می , nd d¼1 چنان پوشاننده بماند. را حذف کرد که دنبالة حاصل هم  

,الف)  , nd d¼1  را يک دنبالة پوشانندة کوتاه بگيريد و فرض کنيد اعداد طبيعی را با تصاعدهايی با
,قدر نسبت  , nd d¼1  و عضو ابتدايی, , na a¼1 چنين  ده باشيم. همپوشانp  را يک عدد اول
,بگيريد که  , kd d¼1 شمارد اما  را می, ,k nd d+ های  مانده شمارد. ثابت کنيد باقی را نمی 1¼

, , ka a¼1  برp،  تمام اعداد,, p¼ -0   شوند. را شامل می 1
 از کي هر که یحالت در کوتاه پوشانندة یها دنباله نيچن هم و پوشاننده یها دنباله مورد در) ب

, , nd d¼1 ديکن ثابت ديتوان یم چه هر باشد داشته اول عامل کي تنها.  
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خلاقيت آزمون راه�حل

منتظم دوازده�وجهی .۱ شماره سؤال
دليل به می�شماريم. می�کند منطبق خودش روی به را منتظم دوازده�وجهی يک که مختلفی دوران�های تعداد ابتدا الف.
قرار فضا در حالتی در ۱۲وجهی کنيد (فرض برد پايينی وجه به را آن وجه ۱۲ از کدام هر می�توان دوازده�وجهی يک تقـارن
۵ به وجه اين هستند، ۵ضلعی شکل به وجوه همه�ی که اين به توجه با ضمناً باشد). افقی آن وجه يک که باشد گرفته
داريم. دوازده�وجهی يک برای مختلف دوران ۱۲ × ۵ = ۶۰ بنابراين بگيرد. قرار پايينی وجه روی می�تواند مختلف طريق
دوران ۵۹ پس می�مانند، باقی خود جای سر رأس��ها همه��ی و نمی�دهد تغيير را شکل دوران�ها، اين از يکی که کنيد دقت
تعداد� و رأس�ها تعداد شمارش با را دوران ۶۰ اين تعداد می�توان (البته می�دهد. تغيير را دوازده�وجهی وضعيت که داريم
يال و رأس هر به را يالی و رأس هر دوران با می�توان که نکته اين به توجه با و می�رسند هم به رأس هر در که يال�هايی

کرد.) محاسبه هم فرستاد ديگری
رأس يک دوران�ها از چندتا در که کنيم محاسبه می�خواهيم بگيريد. نظر در را چندوجهی از علامت�دار رأس يک ادامه در
کرد انتخاب دوازده�وجهی از علامت�دار رأس يک می�توان طريق ۱۰ به که کنيد دقت می�شود. منطبق رأس اين بر علامت�دار
اين� از يکی در هم باز اما گيرند. قرار نظر مورد رأس اين روی مختلف طريق ۳ به می�توانند هم رأس ۱۰ اين از کدام هر و
رأس يک حالت ۳ × ۱۰ − ۱ = ۲۹ در کل در پس نمی�کند. ايجاد چندوجهی در تغييری هيچ بحث مورد دوران حالت�ها

می�گيرد. قرار رأس اين روی علامت�دار
می�گيرند. قرار هم روی علامت��دار رأس دو بار ۲۹۰ دوران�ها همه�ی در داريم، علامت�دار رأس ۱۰ که اين به توجه با حال
اين تعداد که دارد وجود دورانی داريم، نابديهی و مختلف دوران ۵۹ کل در که اين به توجه با و کبوتری لانه اصل به بنا
حداکثر آن در انطباق�ها اين تعداد که دارد وجود دورانی ، ۲۹۰۵۹ < ۵ که آن�جا از نيست. بيش�تر ۲۹۰

۵۹ از آن در منطبق�شدن�ها
است. مسئله حکم همان اين و است ۴

نقطه�ی سه روی علامت�دار نقطه�ی سه حداکثر آن، انجام با که يافت دورانی نتوان آن در که بزنيم مثالی است کافی ب.
اين از دورانی کنيد فرض می�زنيم. علامت را هم روی به رو وجه دو بر واقع رئوس منظور اين برای بگيرد. قرار علامت�دار
شکل دوران هر با بايد صورت اين در باشد. منطبق اولی علامت�دار رئوس با علامت�دارش رأس سه حداکثر که باشد شکل
از کدام هر اگر (چون باشد شامل را اوليه شکل از علامت�دار نقطه�ی يک حداکثر جديد شکل علامت�دار وجه دو از يکی

است.) افتاده اتفـاق انطباق چهار حداقـل باشند، شامل را علامت�دار رأس دو حداقـل وجه�ها
مجاور وجه�های از يکی يا و پايينی وجه شامل يا حتماً دوازده�وجهی، در هم به روبه�رو وجه��های از جفت يک کنيد دقت اما
انطباق دو حداقـل که داد نشان می�توان مشابه استدلال با دارد. وجود پايينی وجه در انطباق دو حداقـل پس است. آن
اتمام به حکم اثبات و افتاده اتفـاق علامت�دار رئوس انطباق چهار حداقـل دورانی هر در بنابراين داريم. بالايی وجه در هم

می�رسد.
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ريش�ريش! چند�جمله�ای�های .۲ شماره سؤال
می�کنيم: iتعريف ∈ {۱, ۲, . . . , k} طبيعی عدد هر برای الف.

Pi(x) =
(
x− i

)(
x− (k + i)

)
· · ·

(
x− ((n− ۱)k + i)

)
پس دارد، k + ۱

۲ و ۱
۲ بين ساده ريشه�ی يک دقيقـاً چندجمله�ای اين و هستند صحيح Pi(x)هممه ضرايب وضوح به

و Pi(jk + ۱
۲ ) علامت ،۰ ≤ j ≤ n − ۱ هر برای ترتيب همين به است. متفـاوت Pi(k + ۱

۲ ) و Pi(
۱
۲ ) علامت�های

هست. مختلف Pi((j + ۱)k + ۱
۲ )

[jk+ ۱
۲ , (j + ۱)k+ ۱

۲ ] بازه�ی سر دو در �Piها علامت که اين به توجه با باشد، Piها از تعدادی مجموع Q(x) اگر بنابراين
درون در ريشه�ای Qهم نتيجه در و است مختلف بازه اين سر دو در هم Q علامت است، مختلف ۰ ≤ j ≤ n− ۱ هر برای
ريشه�های همه�ی داريم، شده گفته شکل به nبازه و است n برابر Q درجه�ی که اين به توجه با نهايت در دارد. بازه اين

هستند. حقيقی Q

دارد. وجود چندجمله�ای�ها از خانواده�ای چنين ب.بله،
چندجمله�ای�های که c۱يافت < c۲ < · · · مناسب طبيعی اعداد می�توان می�دهيم نشان

Pn(x) = x۲n+۱ − cn(x− ۱)(x− ۲) · · · (x− ۲n), ∀n ≥ ۱

باشند. داشته را مسئله نظر مورد خاصيت�های
باشند، شده مشخص c۱, . . . , cn−۱ کنيد فرض .c۱ = ۱ می�دهيم قرار ابتدا می�کنيم. تعريف استقرايی صورت به را cnها
ريشه�های ∅همه�ی ⊊ A ⊆ {۱, ۲, . . . , n− ۱} هر برای و باشند نداشته مشترکی عامل P۱, P۲, . . . , Pn−۱ که گونه�ای به
اين�جا (Aدر A ⊆ {۱, ۲, . . . , n − ۱} هر برای که کنيم انتخاب گونه�ای به بايد cnرا حال باشند. حقيقی ∑

j∈A Pj(x)

چندجمله�ی ريشه�های همه�ی باشد)، هم تهی می�تواند
fA(x) = x۲n+۱ − cn(x− ۱)(x− ۲) · · · (x− ۲n) +

∑
j∈A

Pj(x)

.|Pj(x)| < Mn ،۱ ≤ j ≤ n − ۱ هر و x ∈ [۰, ۲n + ۱] هر برای که بگيريد حقيقی عددی را Mn > ۰ باشند. حقيقی
cn > ۲۲n

(
(۲n+ ۱)۲n+۱ + (n− ۱)Mn

)
اگر دقيق�تر طور به يعنی باشد، بزرگ کافی اندازه�ی cnبه اگر که می�کنيم ادعا

داريم: شود، انتخاب
fA(

۱
۲ ) < ۰, fA(

۵
۲ ) < ۰, . . . , fA(۲k +

۳
۲ ) < ۰, . . . , fA(۲n+

۱
۲ ) < ۰

fA(
۳
۲ ) > ۰, fA(

۷
۲ ) > ۰, . . . , fA(۲k +

۱
۲ ) > ۰, . . . , fA(۲n− ۱

۲ ) > ۰

(۲n− ۱
۲ , ۲n+ ۱

۲ ) و ...،(۲− ۱
۲ , ۲+ ۱

۲ ) ،(۱− ۱
۲ , ۱+ ۱

۲ ) بازه�های از يک هر fAدر ميانی مقدار قضيه�ی طبق صورت اين در
فرد درجه fA همه�ی که آن�جا از دارند. حقيقی ۲nريشه�ی حداقـل کدام هر fAها پس دارد. حقيقی ريشه�ی يک حداقـل
حقيقی fA ريشه�ی ۲n+۱ همه�ی است، فرد عددی هميشه فرد درجه چندجمله�ای يک حقيقی ريشه�های تعداد و هستند

بود. خواهد

داريم: ،۰ ≤ k ≤ n هر برای که کنيد توجه بالا، ادعای اثبات برای

fA(۲k +
۱
۲ ) < ۰ ⇔ (۲k +

۱
۲ )

۲n+۱ − cn(۲k +
۱
۲ − ۱)(۲k +

۱
۲ − ۲) · · · (۲k +

۱
۲ − ۲n) +

∑
j∈A

Pj(۲k +
۱
۲ ) < ۰

⇔ (۲k +
۱
۲ )

۲n+۱ +
∑
j∈A

Pj(۲k +
۱
۲ ) < cn(۲k +

۱
۲ − ۱)(۲k +

۱
۲ − ۲) · · · (۲k +

۱
۲ − ۲n)
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کل مقدار است، منفی پرانتزها از زوجی تعداد (۲k + ۱
۲ − ۱)(۲k + ۱

۲ − ۲) · · · (۲k + ۱
۲ − ۲n) حاصل�ضرب در چون

اين�که: با است معادل بالا نابرابری پس بود. خواهد مثبت حاصل�ضرب

cn >

(۲k + ۱
۲ )

۲n+۱ +
∑
j∈A

Pj(۲k + ۱
۲ )∣∣∣۲k + ۱

۲ − ۱
∣∣∣∣∣∣۲k + ۱

۲ − ۲
∣∣∣ · · · ∣∣∣۲k + ۱

۲ − ۲n
∣∣∣ (∗)

که: آن�جا از باشد، cn > ۲۲n
(
(۲n+ ۱)۲n+۱ + (n− ۱)Mn

)
اگر )اما

۲k +
۱
۲
)۲n+۱

< (۲n+ ۱)۲n+۱

∑
j∈A

Pj(۲k +
۱
۲ ) ≤

∑
j∈A

|Pj(۲k +
۱
۲ )| < (n− ۱)Mn

∣∣∣۲k +
۱
۲ − ۱

∣∣∣∣∣∣۲k +
۱
۲ − ۲

∣∣∣ · · · ∣∣∣۲k +
۱
۲ − ۲n

∣∣∣ > (۱
۲
)۲n

است. مشابه کاملاً نيز fA(۲k + ۳
۲ ) > ۰ که اين اثبات می�گردد. نتيجه (∗) نابرابری

نداشته مشترک عامل j < nبرای Pjها از هيچ�يک با Pn که کرد انتخاب گونه�ای به را cn می�توان که دهيم نشان بايد تنها
می�گيريم. کار به را زير ساده�ی لم منظور اين برای باشد.

ندارند. مشترک ريشه�ی زير چندجمله�ای دو آن�گاه باشند، متمايز و حقيقی عدد دو c′ و c اگر لم.
f(x) = x۲n+۱ − c(x− ۱)(x− ۲) · · · (x− ۲n), g(x) = x۲n+۱ − c′(x− ۱)(x− ۲) · · · (x− ۲n)

يعنی هست. نيز f(x)− g(x) ريشه�ی باشد، چندجمله�ای دو اين مشترک ريشه�ی x۰ اگر اثبات.
(c′ − c)(x۰ − ۱)(x۰ − ۲) · · · (x۰ − ۲n) = ۰

يا و f(x) ريشه�ی مجموعه اين اعضای از يک هيچ اما باشد، {۱, ۲, . . . , ۲n} مجموعه�ی عضو x۰ بايد ،c ̸= c′ چون حال
باشند. داشته مشترک ريشه�ی نمی�توانند چندجمله�ای دو اين پس نيستند. g(x)

با شده تعريف Pn ،cn مقدار متناهی برای حداکثر است، متناهی j < n برای Pj ريشه�های تعداد چون لم اين به توجه با
مقدار متناهی اين از غير عددی را cn می�توان پس دارد. مشترک) (عامل مشترک ريشه�ی Pjها از يکی با cn از استفـاده

باشد. نداشته قبلی Pjهای با مشترکی ريشه�ی که کرد انتخاب
هستند، صحيح ضرايب با و تکين همگی می�شود، معرفی استقرايی صورت به شکل اين به که Pjهايی دنباله�ی بنابراين
به حکم اثبات ترتيب اين به است. حقيقی آن�ها از متناهی مجموع هر ريشه�های همه�ی و ندارند مشترکی عامل دو�به�دو

می�رسد. پايان
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لق چهارضلعی .۳ شماره سؤال
مشخص�شده نقطه�های و دهيم ABCDنمايش با را می�سازند فضا در فـلزی ميله�ی چهار اين که چهارضلعی کنيد فرض
می�ناميم. π را نقطه چهار اين از گذرنده صفحه�ی Qبناميم. و P ،N ،M ترتيب به را DA و CD ،BC ،AB اضلاع روی

داريم: سادگی به بگيريد. π صفحه�ی Dتا و C ،B ،A فـاصله�ی ترتيب به dرا و c ،b ،a

AM

MB
=

a

b
,
BN

NC
=

b

c
,
CP

PD
=

c

d
,
DQ

QA
=

d

a
⇒ AM

MB

BN

NC

CP

PD

DQ

QA
= ۱

P و N ،M نقطه�های از جديد وضعيت اين در که بگيريد صفحه�ای ′πرا بدهيم. وضعيت تغيير ميله�ها کنيد فرض حال
داريم: بالا مشابه بنابراين می�دهيم. ′dنمايش� و c′ ،b′ ،a′ با ترتيب به را π′ تا D و C ،B ،A فـاصله�ی بار اين می�کند. عبور

AM

MB
=

a′

b′
,
BN

NC
=

b′

c′
,
CP

PD
=

c′

d′

صفحه�ی روی بايد Qهم نتيجه در و بود خواهد DQ
QA = d′

a′ است، ۱ برابر AM
MB

BN
NC

CP
PD

DQ
QA حاصل�ضرب که اين به توجه با

باشد. واقع π′
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هوش�مند پله�برقی .۴ شماره سؤال
کنيد مشخص را زمانی بازه�های حال بگيريد. نظر در را هستند پله�برقی روی زمان آن در که افرادی تعداد لحظه هر در
بازه�ی k کنيد فرض باشد. ثابتی مقدار هستند، پله�برقی روی بازه آن از لحظه� در که افرادی تعداد آن�ها از کدام هر در که
افرادی تعدادی و iام بازه�ی طول نمايش برای ترتيب aiبه و ti نماد�های از باشند. خاصيت اين ,I۱دارای I۲, . . . , Ik
است.

k∑
i=۱

ti افراد همه�ی انتقـال برای کل زمان که است واضح می�کنيم. استفـاده هستند، پله�برقی روی iام بازه در که
می�دانيم: هم�چنين

k∑
i=۱

a۱−α
i ti = nl

است. nl برابر طرف يک از افراد همه�ی توسط طی�شده مسافت�های مجموع پس می�کند، طی lرا مسافت فرد هر که چرا
همه��ی جابه�جايی�های مجموع می�شود، tia−αجابه�جا

i اندازه�ی به کدام هر aiنفر ،Ii بازه�ی در که آن�جا از ديگر طرف از
بود. خواهد بالا عبارت چپ سمت برابر افراد

می�گيريم: نظر در را حالت دو ادامه در

نباشد!)، پله�برقی روی کسی هيچ زمانی بازه�ی يک در که نيست هستند(منطقی طبيعی �aiها که آن�جا از .α ≥ ۱ •
داريم: پس .a۱−α

i ≤ ۱ ،α ≥ ۱ چون و ai ≥ ۱

nl =
k∑

i=۱
a۱−α
i ti ≤

k∑
i=۱

ti

،(ai = شوند(۱ پله�برقی سوار يکی يکی افراد بايد زمان اين به رسيدن برای nlاست. برابر حداقـل نياز مورد پسزمان
شود. سوار قبلش نفر شدن پياده محض به نفر هر يعنی

نتيجه در و a۱−α
i ≤ n۱−α ،α < ۱ و ai ≤ n چون .α < ۱ •

nl =
k∑

i=۱
a۱−α
i ti ≤ n۱−α

k∑
i=۱

ti ⇒
k∑

i=۱
ti ≥ nαl

پله�برقی سوار هم�زمان همه�یnنفر، بايد زمان اين به رسيدن برای و nαlاست برابر زمان حداقـل حالت اين در پس
می�شود.) nαl برابر لازم زمان است، l برابر مسافت کل چون و است n−α برابر (سرعت شوند.
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طلايی اول اعداد .۵ شماره سؤال
مجموعه�ی Sرا .t ≥ n دهيم نشان بايد بگيريد. ۱۳۹۰n مساوی يا کم�تر مساوی يا کم�تر طلايی اول اعداد تعداد tرا الف.
به باشند. {q۱, q۲, . . . , qt} مجموعه�ی در اولشان عوامل همه�ی که ۱۳۹۰nبگيريد مساوی يا کم�تر طبيعی اعداد همه�ی
وضوح به است. مربع از خالی b و هستند طبيعی عدد دو b و a که شود نوشته a۲b شکل به می�تواند S عضو هر وضوح
ترتيب به b و a پس است. ۱ يا ۰ برابر αi هر که b = qα۱

۱ qα۲
۲ · · · qαt

t که می�دانيم bهم مورد در .a ≤
√
۱۳۹۰n = ۱۳۹۰n

۲

.|S| ≤ ۲t۱۳۹۰n
۲ بنابراين و دارند حالت ۲t و ۱۳۹۰n

۲

داريم: ،۱ ≤ i ≤ ۱۳۹۰ ۲
۳n که i ∈ N هر برای ديگر طرف از

ai ≤ i۱/۵ ≤ ۱۳۹۰ ۲
۳n×۱/۵ = ۱۳۹۰n

اين و ai ∈ S ،۱ ≤ i ≤ ۱۳۹۰ ۲
۳n هر برای لذا و هستند {q۱, q۲, . . . , qt} مجموعه�ی aiعضو اول عوامل تمام که کنيد توجه

دارد. عضو [۱۳۹۰ ۲
۳
] حداقـل S يعنی

بنابراين و ۲× ۱۳۹۰ ۱
۲ ≤ ۱۳۹۰ ۲

۳ − ۱ ديد: می�توان آسانی به نهايت در
۲n × ۱۳۹۰n

۲ = (۲× ۱۳۹۰ ۱
۲ )n ≤ (۱۳۹۰ ۲

۳ − ۱)n ≤ ۱۳۹۰ ۲
۳n − ۱ ≤ |S| ≤ ۲t × ۱۳۹۰n

۲

می�رسد. پايان به قسمت اين اثبات tو ≥ n پس

۱۳۹۰۲n مساوی يا کم�تر طلايی اول اعداد تعداد tرا بار اين است. (الف) قسمت به شبيه بسيار هم قسمت اين اثبات ب.
مساوی يا کم�تر طبيعی اعداد همه�ی مجموعه�ی Sرا قبل مشابه هم باز .t ≥ n دهيم نشان بايد هم اين�جا در بگيريد.

باشند. qt مساوی کم�تر و طلايی اولشان عوامل همه�ی که ۱۳۹۰۲nبگيريد
مربع از خالی و طبيعی عدد دو c و b و طبيعی c و b ،a که نوشت a۴b۲cصورت به می�توان را طبيعی عدد هر که کنيد دقت
به شبيه استدلال (با است ممکن حالت ۲t حداکثر هم c و b برای و ۴√۱۳۹۰۲n = ۱۳۹۰n

۲ حداکثر a برای اين�جا در باشند.
.|S| ≤ ۲۲t × ۱۳۹۰n

۲ پس (الف)). قسمت
همه�ی ضمناً .ai ≤ i۲/۴ ≤ ۱۳۹۰ ۵

۶n×۲/۴ = ۱۳۹۰۲n � ۱۳۹۰باشد، ۵
۶n مساوی يا کم�تر و طبيعی iعددی اگر حالت اين در

داريم: پس .ai ∈ S نتيجه در و هستند طلايی i ≤ ۱۳۹۰ ۶
۶n برای aiها اول عوامل

۲۲n × ۱۳۹۰n
۲ = (۴× ۱۳۹۰ ۱

۲ )n ≤ (۱۳۹۰ ۵
۶ − ۱)n ≤ ۱۳۹۰ ۵

۶n − ۱ ≤ |S| ≤ ۲۲t × ۱۳۹۰n
۲

اثبات و t ≥ n می�دهند، نتيجه� نابرابری�ها اين هستند. برقرار نابرابری�ها ،۴× ۱۳۹۰ ۱
۲ ≤ ۱۳۹۰ ۵

۶ − ۱ که اين به توجه با که
می�رسد. پايان به هم مسئله از قسمت اين
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درگير دواير .۶ شماره سؤال
علاوه به و باشند واقع خط يک يا و دايره يک روی نقطه چهار هر که است اين مفيد(!) کافی و لازم شرط که می�کنيم ادعا

کنند. جدا هم از خط يا و دايره اين روی را B′ و A′ ،B و A

می�کنيم ثابت سپس باشند، واقع يکصفحه در بايد نقطه چهار که می�دهيم نشان ابتدا خاصيت، اين بودن لازم اثبات برای
B و A طرف يک در B′ و A′ بايد خط يا و دايره اين روی می�دهيم نشان انتها در و باشند هم�خط يا و هم�دايره بايد که

نباشند.

موازی يا و (متقـاطع هستند متنافر A′B′ از گذرا خط و AB از گذرنده خط نباشند، هم�صفحه نقطه چهار اين اگر •
و π که يافت π′ مثل B′ و A′ از گذرنده صفحه�ای πو مثل B و A از گذرنده صفحه�ای می�توان بنابراين نيستند).
در ديگری و π صفحه�ی در يکی دايره دو وضوح به باشند). نداشته اشتراکی فضا در (يعنی باشند موازی هم ′πبا

باشند. هم�صفحه بايد نقطه چهار و ندارد امکان حالت اين پس باشند. درگير هم با ′πنمی�توانند صفحه�ی

(اگر ندارد قرار ABA′ مثلث محيطی دايره�ی ′Bروی و هستند واقع صفحه يک در نقطه چهار که کنيد فرض حال •
حالت اين در می�گيريم). نظر در را نقطه سه اين از گذرنده خط محيطی دايره�ی جای به باشند، ′Aهم�خط و B ،A
بگذرد B و A از هنوز که آورد دست به جديدی دايره�ی و داد تغيير کمی را واصل) خط (يا محيطی دايره�ی می�توان
واقع آن بيرون دو هر يا و باشند دايره اين درون نقطه دو هر يا يعنی باشد؛ يک�سان آن به ′Bنسبت و A′ وضعيت و

باشند.

نيستند درگير A′B′ قطر به و نقطه�ها از گذرنده صفحه�ی بر عمود دايره�ی و تغييريافته دايره�ی اين صورت اين در
هم�خط يا و هم�دايره نقطه چهار بايد که می�دهد نشان تناقض اين و پايين) شکل در خط�چين صورت به دايره�ی (دو

باشند.
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قسمت مشابه کاملاً هم اين�جا در باشند. واقع B و A سمت يک در B′ و A′ خط) (يا دايره اين روی کنيد فرض •
B و A از که آيد دست به جديدی دايره�ی تا می�دهيم تغيير اندکی را نقطه�ها از گذرنده خط) (يا دايره اين قبلی
بر عمود دايره�ی و تغييريافته دايره�ی اين قبل قسمت شبيه باشند. واقع آن بيرون يا درون B′ و A′ دو هر و بگذرد

نيستند. درگير A′B′ قطر به و نقطه�ها از گذرنده صفحه�ی

B′ و A′ ،B ،A نقطه�ی چهار کنيد فرض منظور اين برای هست. هم کافی بيان�شده شرط که می�دهيم نشان ادامه در
گذرنده دايره�ی هر و C مثل B و A از گذرنده دايره�ی دو هر که دهيم نشان می�خواهيم و هستند دارا را يادشده خواص

بناميد. π′ و π ترتيب به را C ′ و C شامل صفحات هستند. درگير C ′ مثل B′ و A′ از

C درون نقطه يک شامل C ′ ∩ π هستند. نقطه�ها از گذرنده خط شامل π′ πو دوی هر باشند، هم�خط نقطه�ها •اگر
هستند. درگير C ′ و C بنابراين و است (π (در C بيرون نقطه يک و

اين در بگيريد. π′ و π اشتراک خط را l و A′B′ و AB تقـاطع محل را M باشند، واقع دايره� يک روی نقطه�ها •اگر
X مثل نقطه دو در را C دايره�ی l پسخط است، C درون M .MA.MB = MA′.MB′ و M ∈ l حتماً صورت
قطع Y ′ و X ′ مثل نقطه دو در را C ′ دايره�ی l خط مشابه طريق به دارد. قرار Y و X Mبين که می�کند قطع Y و

داريم: باشند. M طرف يک در X ′ و X کنيد فرض است. واقع هم Y ′ و X ′ بين M که می�کند
MX.MY = MA.MB = MA′.MB′ = MX ′.MY ′

متفـاوت طرف دو در يا C ′∩π = {X ′, Y نقـاط{′ بنابراين بالعکس. MYو ≥ MY ′ آن�گاه ،MX ≤ MX ′ اگر پس
هستند. درگير C ′ و C يعنی اين و واقع�اند C روی دو هر يا و دارند قرار (π (در C
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پيش�گو تابع .۷ شماره سؤال
طبيعی اعداد از متناهی زيرمجموعه�های برای fرا تابع ابتدا است، شده اشاره سؤال صورت راه�نمايی در که طور همان
راحتی به می�کنيم. تعريف مجموعه اين عضو بزرگ�ترين f(A)برابر باشد، متناهی مجموعه�ای A ⊆ N اگر می�کنيم. تعريف
،x > max

a∈A
a اگر که (چرا می�سازد برآورده را متناهی مجموعه�های برای بودن پيش�گو fشرط تعريف اين که ديد می�توان

.(f(A ∪ {x}) = x

رابطه�ی يک منظور اين برای دهيم. گسترش طبيعی اعداد زيرمجموعه�های همه�ی به fرا تابع اين می�کنيم سعی ادامه در
به ”نزديک را A,B ⊆ N زيرمجموعه�ی دو که می�کنيم تعريف صورت اين به طبيعی اعداد زيرمجموعه�های روی هم�ارزی
معادل تعريف اين رسيد. ديگری به يکی از بتوان طبيعی عدد متناهی تعدادی کم�کردن يا و اضافه با هرگاه می�گوييم هم“

باشد. متناهی A∆B زيرمجموعه�ی که است آن
روی هم�ارزی رابطه�ی يک بودن نزديک که ديد می�توان (∆) مجموعه�ها متقـارن تفـاضل از زير خواص به توجه با

می�کند. تعريف طبيعی اعداد زيرمجموعه��های
A∆A = ∅

A∆B = B∆A

A∆C ⊆ (A∆B) ∪ (B∆C)

رابطه اين هم�ارزی کلاس هر از می�کنند. افراز هم�ارزی کلاس�های به را طبيعی اعداد زيرمجموعه�های هم�ارزی رابطه�ی اين
دهيم. نمايش SA با را A شامل کلاس از انتخاب�شده عنصر کنيد فرض می�کنيم۱. انتخاب را زيرمجموعه يک

عضوی بزرگ�ترين پس است، A∆SAمتناهی که کنيد توجه .f(A) = max(A∆SA) می�کنيم تعريف ،A ̸= SA هر برای
می�کنيم. تعريف دل�خواهی مقدار هر برابر هم f(SA)را دارد. وجود آن برای

که بگيريد طبيعی عدد يک را x است. پيش�گو طبيعی اعداد Aاز زيرمجموعه�ی هر برای جديد، تابع اين که می�کنيم ادعا
SA = SA∪{x} پس دارند. قرار هم�ارزی يککلاس در بنابراين و هستند هم به A∪{x}نزديک و Aصورت اين در .x /∈ A

داريم: لذا و
f(A ∪ {x}) = f(A∆{x}) = max(A∆{x}∆SA) = max((A∆SA)∆{x}

می�رسد. پايان به ادعا اثبات بنابراين f(Aو ∪ {x}) = x ،x > max(A∆SA) اگر پس
f(A) = کنيم، انتخاب را تهی مجموعه�ی متناهی، زيرمجموعه�های هم�ارزی کلاس نماينده�ی عنوان به اگر که کنيد (توجه
متناهی زيرمجموعه�های برای راه�حل ابتدای در که است تابعی از گسترشی تابع اين بنابراين max(A∆∅)و = max(A)

بود.) خواهد شد، معرفی

می�کنيم. استفـاده انتخاب اصل نام به اصلی از کار اين ۱برای
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پوشاننده دنباله�های .۸ شماره سؤال
.(Sj = {aj + tdj : t = ۰, ۱, ۲, . . .}) می�دهيم نمايش S۱, S۲, . . . , Sn با را مسئله صورت در بيان�شده تصاعدهای الف.
S = {r+tp : t = ۰, ۱, ۲, . . حسابی{. تصاعد حال نباشند. هم�نهشت r با pپيمانه�ی به a۱, . . . , ak از هيچ�يک فرضکنيد
می�شود. پوشيده Sk+۱, . . . , Sn با بنابراين و ندارد اشتراکی S۱, . . . , Sk از هيچ�کدام با تصاعد اين بگيريد. نظر در را
ترتيب) (به نسبت قدر با تصاعد�هايی S ∩ Sk+۱, . . . , S ∩ Sn که می�دانيم چينی باقی�مانده قضيه�ی از استفـاده با
صورت اين در می�کنيم. تعريف f(x) = x−r

p ضابطه�ی با را f : S → {۰, ۱, . . .} تابع حال هستند. pdk+۱, . . . , pdn

با S که آن�جا از هستند. dk+۱, . . . , dn نسبت قدر با حسابی تصاعدهايی f(S ∩ Sk+۱), . . . , f(S ∩ Sn) مجموعه�های
(مينيمال کوتاه�بودن با که می�پوشانند را N∪ {۰} هم مجموعه�ها اين است، پوشا تابعی f و می�شد پوشيده Sk+۱, . . . , Sn

دارد. تناقض d۱, d۲, . . . , dn بودن)

اعداد کنيد فرض .Ii = {j : pi|dj} کنيد تعريف و باشند d۱, . . . , dn اول عوامل همه�ی p۱, . . . , pk کنيد فرض ب.
خانواده�های از يکی حداقـل که می�کنيم ادعا اند. شده پوشانده Sj = {aj + tdj : t = ۰, ۱, ۲, . . .} تصاعد�های با طبيعی

است. پوشاننده دنباله�ای خود Iiها از يکی يعنی اين و می�پوشانند را طبيعی اعداد Θi = {Sj : j ∈ Ii}

پوشيده Θi تصاعدهای توسط که شود يافت ri و نپوشانند را طبيعی اعداد همه�ی Θi تصاعدهای ،i هر برای کنيد فرض
،i هر برای که دارد وجود r مثل طبيعی عدد چينی باقی�مانده�ی قضيه�ی طبق .Di =

∏
pi|dj

dj کنيد تعريف نمی�شود.
ادعا بنابراين دارد. تناقض بودن پوشاننده با که نمی�شود پوشيده تصاعدها از يک هيچ با r بنابراين .r ≡ ri (mod Di)

شد. ثابت کامل طور به

اگر تنها و اگر است، پوشاننده دنباله�ی يک diها دنباله�ی می�کنيم ادعا .di = pri که کنيم فرض می�توانيم بنابراين
.∑
i

۱
di

= ۱ اگر تنها و اگر هست، هم (مينيمال) کوتاه پوشاننده، دنباله�ی اين علاوه به و ∑
i

۱
di

≥ ۱

اعداد از Ndjتا
+ ۱ حداکثر Sj طبيعی، N هر برای پوشانده�ايم. Si تصاعدهای با بالا طبق را طبيعی اعداد کنيد فرض •

و ∑j
۱
dj

≥ N
N+d لذا و

∑
j

N+d
dj

≥ N باشد، djها بين در عدد بزرگ�ترين d اگر پس می�پوشاند. را {۱, ۲, . . . , N}

.∑j
۱
dj

≥ ۱ باشيم داشته بايد است دل�خواه N چون

پوشاننده دنباله�ی يک تشکيل djها که می�دهيم نشان n روی استقرا با .∑j
۱
dj

≥ ۱ کنيد فرض برعکس حال •
تعريف d۱, d۲, . . . , dn بين در pjها تعداد برابر را nj ،n > ۱ اگر است. واضح حکم که باشد n = ۱ اگر می�دهند.
داريم). پوشاننده دنباله�ی يک حتماً لذا و هست diها بين در هم يک عدد n۰ ̸= ۰ (اگر n۰ = ۰ کنيد فرض کنيد.
اگر زيرا ،ns ≥ p است شده ظاهر diها بين در بار p حداقـل که دارد وجود ps مثل نسبتی قدر حتماً صورت اين در

لذا و nj ≤ p− ۱ ،j هر برای نباشد چنين
n∑

j=۱

۱
dj

=

∞∑
k=۱

nk

pk
< (p− ۱)(۱

p
+

۱
p۲

+ · · · ) = (p− ۱)( ۱
p− ۱ ) = ۱

∑ثابت ۱
dj
مجموع تغيير اين با داد. قرار ps−۱ يک آن جای به و کرد حذف d۱, . . . , dn از را psها از pتا می�توان حال

پوشاند. جديد نسبت�های قدر اين با حسابی تصاعدهای با را طبيعی اعداد می�توان استقرا فرض طبق پس می�ماند.
قدر با تصاعدهايی کنيم، تقسيم ps نسبت قدر با تصاعد p به را تصاعدها اين ميان در ps−۱ نسبت قدر با تصاعد اگر

می�شود. ثابت هم بخش اين حکم و پوشانده�اند را طبيعی اعداد که يافته�ايم شده داده نسبت�های
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مساوی يا بيش�تر مجموع هم باز آن�ها از يکی حذف با ∑زيرا ۱
di

> ۱ بايد وضوح به نباشند کوتاه دنباله�ای diها اگر •
است. يک

dnها

di
همه�ی چون n∑و

i=۱
dn

di
> dn داريم .∑n

i=۱
۱
di

> ۱ و d۱ ≤ d۲ ≤ · · · ≤ dn کنيد فرض ديگر طرف برای •
بنابراين و dn

di
≥ ۱+ dn بايد هستند، طبيعی اعداد

n∑
i=۱

dn
di

≥ ۱+ dn ⇒
n∑

i=۱

۱
di

≥ ۱+ ۱
dn

⇒
n−۱∑
i=۱

۱
di

≥ ۱

اعضای از را dn می�توانيم يعنی اين و است پوشاننده ,d۱هم . . . , dn−۱ می�دهد نتيجه اين قبلی قسمت�های طبق که
(مينيمال) کوتاه اوليه دنباله�ی بنابراين و باشند پوشاننده مجدداً باقی�مانده اعضای که طوری کنيم حذف دنباله

است. نبوده
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 به نام او
 آزمون خلاقيت

 

 

 دور گذاری بی جهت .۱

)، G جهت بی سادة برای هر گراف )f G های  دار کردن يال های جهت تعداد روش عبارت است ازG 

)باشد. مثلاَ ه نداشتدار  جهت دورِ ،گراف حاصلکه  به طوری )f K 3 6. 

G منظور از ،Gاز گراف  vبرای هر رأس  v که از حذف کردن رأس  گرافی استv  و تمام
 آيد. های متصل به آن به دست می يال

,گرافی با رئوس  Gاگر ثابت کنيد  )لفا , , nvv v 1  باشد 2

( ) ( ) ( )nf G f G v f G v   1  
دهد. ها تساوی رخ می که برای آن بيابيدرا  هايی گرافة و هم
u,که  Gاز  eبرای هر يال ب)  v  ،دو سر آن باشندG e که از حذف کردن يال  گرافی استe 

G/آيد و  میبه دست  e  که در آن  استگرافی,u v حذف کرده و ها را  های متصل به آن و يال
يکی از کم  دستکنيم اگر و تنها اگر  میو آن را به رأسی وصل  دهيم میها قرار  را به جای آن zرأس 
,u v  درG .به آن متصل باشد 

) داريم: Gز ا eثابت کنيد برای هر يال  ) ( ) ( / )f G f G e f G e  .

) ثابت کنيد برای هر ج  ) از آن وجود دارد که e يالِ و يک G گرافِ ،1 )
( )
f G

f G e



. 
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 محدب نابرابری. ۲

در نظر بگيريد و  Sدر  ۳باشد. وتری به طول  ۱۰محدب در صفحه با مساحت  یشکل Sفرض کنيد 
A  وB  ة قسمت مساوی تقسيم کنند. برای نقطرا دو نقطه روی اين وتر بگيريد که آن را به سه

در  Xمتغير  ,S A B ،A  وB  های  خط را به ترتيب تقاطع نيمAX  وBX  با مرزS 

Sتعريف کنيد.   ة را مجموعX ها داشته باشيم  هايی بگيريد که به ازای آنAA BB 
1
3

. ثابت 

Sکنيد مساحت   است. ۶کم  دست 

ها کاملاً درون  واصل آنخط  آن، پارهة شود اگر برای هر دو نقط (يک شکل در صفحه محدب گفته می
 )خطی است که رئوسش روی مرز باشد. شکل باشد. در يک شکل محدب منظور از يک وتر، پاره
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 نزولی فی اويلر. ٣

nثابت کنيد برای هر     اعداد طبيعیna a a  1 2   وجود دارند که
( ) ( ) ( )na a a    1 2 . )( )nتر از  ، تعداد اعداد طبيعی کمn  است که نسبت به

ل هستند.)آن او
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 تقلبی ایه سکه. ۴

n  های  به جز سکه هستند یگرم ۱۰ ها سکههمة . استسکه  ۱۰۰هر کدام  داخلداريم که کيسه
را تا حداکثر يک  ءای داريم که وزن اشيا گرمی هستند. يک ترازوی يک کفه ۹ها که  يکی از کيسه

متفاوت را ة کيس چند بار وزن کردن لازم است تا بتوانيم کم دستدهد.  نشان می طور دقيق بهکيلوگرم 
پيدا کنيم.
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 های دوری ای چندجمله. ۵

)ناميم هرگاه  را دوری می P سه متغيرة ای چندجمله , , ) ( , , )P x y z P y z x . ثابت کنيد
, دوریِة های سه متغير ای چندجمله , ,P P P P1 2 3 ای  که برای هر چندجملهطوری  به وجود دارند 4
 موجود باشد که Qة ای چهار متغير ، چندجملهPدوری ة سه متغير

 ( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ) .P x y z Q P x y z P x y z P x y z P x y z 1 2 3 4 
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 ای محدب شبکهمساحت چندضلعی . ۶

aالف) ثابت کنيد   nوجود دارد که برای هر  0   ،n  ضلعی محدبP  در صفحه با رئوس

نباشد. تر بيش an3از  Pای وجود داشته باشد که مساحت  شبکه

b) ثابت کنيد ب  nوجود دارد که برای هر  0    و هرn  ضلعی محدبP  در صفحه با
ر نباشد.ت کم bn2از  Pای، مساحت  رئوس شبکه

c,ج) ثابت کنيد    nوجود دارد که برای هر  0    و هرn  ضلعی محدبP 

cnاز  Pای، مساحت  رئوس شبکه 2 تر نباشد. کم )( )1(! 
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 يکی رو يکی زير! .۷

هايی به  ديگر تقاطع ای هستند که با خود و يک های بسته ها خم اتوبان دارد. اتوبانتعدادی  آباد شهر پل
در هر تقاطع  ،تصادفات کاهشجهت  داردتصميم  شهر، شهرداردوست،  آقای پل شکل چهاراه دارند.

ميان از زير پل  در ، يکیها اتومبيل در هر اتوبان که ها را بسازد خواهد به نحوی پل . او میيک پل بسازد
؟آيا اين کار شدنی است بگوييد ها تعداد اتوبان بر حسب .دنکنو روی پل عبور 
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 های اوليه مجموعه. ۸

Sاز اعداد طبيعی وجود دارد که  Sنامتناهی ة الف) آيا مجموع    و برای هرn  طبيعی که
n S  َدقيقاn  عضوS  نسبت بهn اول باشند؟

nاز اعداد طبيعی وجود دارد که برای هر  Sنامتناهی ة ) آيا مجموعب S  َدقيقاn  عضوS 
اول باشند؟ nنسبت به 
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خلاقيت آزمون راه�حل

بی�دور جهت�گذاری .۱ شماره سؤال
vi سمت به همه vi به متصل يال�های که دارد viوجود مثل رأسی حتماً ،G گراف از دور بدون جهت�گذاری هر در الف.
که شد خارج يال�ها) اين از يکی از استفـاده (با رأس هر از می�توان هميشه صورت اين غير در زيرا اند، شده� جهت�گذاری
جهت�گذاری يک viبه حذف با حال می�شود. گراف در دور يک ايجاد به منجر يال�ها کل تعداد بودن متناهی دليل به اين
G − vi روی دور بدون جهت�گذاری هر ديگر طرف از f(Gاست. − vi) تعدادشان که می�رسيم G − vi برای دور فـاقد
G برای دور بدون جهت�گذاری يک به آن سمت viبه به متصل يال�های همه�ی کردن جهت�دار با بالا نکته�ی به توجه با
می�شود پيدا گفته�شده خاصيت با رأس يک از Gبيش روی جهت�گذاری�های از برخی در که کنيد دقت اما می�شود. منجر
می�شود. ثابت حکم بنابراين و شود n∑شمرده

i=۱ f(G− vi) در بار چند است ممکن G روی جهت�گذاری يک بنابراين و

دو vj و vi کنيم فرض اگر زيرا می�دهد؛ ما Gبه از دور بدون جهت�گذاری Gيک − e از دور بدون جهت�گذاری هر ب.
از جهت�دار مسيری که می�دهد نتيجه کنيم، viجهت�گذاری به vj از را e نتوانيم که اين آن�گاه eهستند، به متصل رأس
که می�دهد نتيجه کنيم، vjجهت�گذاری به vi از را e نتوانيم اگر مشابه طريق به دارد. وجود vj به vi از G− e در يال�ها
اعمال e روی را جهت دو اين از يک هيچ نتوانيم اگر پس دارد. وجود vi به vj از G − e در يال�های از جهت�دار مسيری
دور وجود معنی به خود اين که دارد وجود G− e در vi به vj از و vj به vi از جهت�دار مسيری که می�گيريم نتيجه کنيم،
بدون جهت�گذاری دو يا يک ،G − e از دور بدون جهت�گذاری هر که داديم نشان پس است. تناقض که Gاست − e در

می�دهد. ما Gبه از دور
بالا در شده ياد مسير دو از هيچ�کدام G− e در که است آن معنی به اين باشد، کردن اعمال قـابل e روی جهت دو هر اگر
جهت�گذاری بيايد، دست G/eبه تا کنيم يکی هم با را vj و vi رأس دو اگر پس ندارد. وجود (vi به vj از و vj به vi (از
G/e روی دور بدون جهت�گذاری عکسيک به می�دهد. دست G/eبه روی دور بدون جهت�گذاری Gيک� روی دور بدون

می�رسد. پايان به هم قسمت اين اثبات پس می�شود. Gمنجر روی يک�تا جهت�گذاری يک به

همه�ی که دارد وجود رأس الف طبق زيرا f(G)؛ = n!صورت اين در بگيريد. نظر در nرأسی کامل گراف را Gاست کافی ج.
−nرأسی ۱ کامل گراف برای دور بدون جهت�گذاری يک به رأس اين حذف با و شده�اند جهت�گذاری آن سمت به يال�ها
بنابراين و باشند داشته را خاصيت اين رأس دو نمی�توانند هم�زمان هستند، متصل هم به رأس�ها همه�ی چون و می�رسيم
طبق بنابراين و است رأس n− ۱ با کامل گراف اين�جا در −Gها vi همه�ی که کنيد دقت می�افتد. اتفـاق تساوی (الف) در
است. f(Kn) = n! که می�دهد نشان اوليه مقـادير محاسبه�ی با بازگشتی رابطه�ی اين f(Kn)که = nf(Kn−۱) (الف)

قسمت به توجه با پس است. Kn−۱ همان (ب) قسمت تعريف با Kn/e ،Kn از e دل�خواه يال يک برای که کنيد دقت
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خلاقيت آزمون راه�حل

نتيجه در .f(G− e) = n!− (n− ۱)! = (n− ۱)(n− ۱)! (ب)
f(G)

f(G− e)
=

n!

(n− ۱)(n− ۱)! =
n

n− ۱ = ۱+ ۱
n− ۱

می�دهد. نتيجه را حکم اين و ۱
n−۱ < α− ۱ که يافت n می�توان α > ۱ هر برای که
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خلاقيت آزمون راه�حل

محدب نابرابری .۲ شماره سؤال
بالايی کران نمی�توانيم نقطه�ها اين نزديکی در زيرا Bاست، و A از هم�سايگی يک کردن حذف مسئله حل اصلی ايده�ی
A′′ نقطه�ی در ′AAرا ،ZB′ و باشد S مرز با AB نيم�خط تقـاطع Zنقطه�ی کنيد فرض کنيم. پيدا AA′

BB′ برای مناسبی
X مثل S از نقطه�هايی مجموعه ′′Sرا اگر بنابراين و دارد قرار A′ و A بين A′′ ،S بودن محدب به توجه با کند. قطع
که دهيم نشان است کافی مسئله حل برای بنابراين بود. خواهد S′ از زيرمجموعه�ای S′′ ،AA′′ > ۱

۳BB′ که بگيريم
داريم: منه�لائوس قضيه��ی به توجه با هم منظور اين برای است. ۶ برابر ′′Sحداقـل مساحت

AA′′

A′′X
· XB′

B′B
· BZ

ZA
= ۱ ⇒ AA′′

A′′X
· XB′

B′B
= ۲ ⇒ A′′X

AA′′ =
۱
۲ · XB′

B′B

می�کنيم. عمل مشابه طريق به B′Xهم مورد در می�نويسيم. AX و AA′′ حسب بر را AA′′

A′′X روابط، اين از A′′X برایحذف
AX

AA′′ = ۱− ۱
۲ (۱−

BX

BB′ ) ⇒
AX

AA′′ =
۱
۲ · BX

BB′ +
۱
۲

مناسب انتخاب (با ۱
۲ ·

BX
BB′ +

۱
۲ ≥ α BX

BB′ ،α مثبت و ثابت مقدار يک برای که بگيريد x مثل نقطه�هايی مجموعه D۱را

آن�گاه ،X /∈ D۱ اگر حال بود). خواهد B از هم�سايگی D۱يک ،α
AX

AA′′ < α
BX

BB′ ⇒
AA′′

BB′ >
۱
α
· AX

BX

A از هم�سايگی D۲يک ،α مناسب انتخاب (با AX
BX < α

۳ که بگيريد صفحه در X مثل نقطه�هايی مجموعه� D۲را حال
در .S −D۱ −D۲ ⊆ S′′ ⊆ S′ نتيجه در و AA′′

BB′ > ۱
α · α

۳ = ۱
۳ آن�گاه D۲نباشد، و D۱ از هيچ�يک Xدر اگر بود). خواهد

A نقطه�ی دو برای آپولونيوس دايره�ی يک D۲درون ،α < ۳ اگر کنيم. محاسبه را D۲ و D۱ مساحت می�کنيم سعی ادامه
و بود خواهد B و

X ∈ D۱ ⇔ ۱
۲ · BX

BB′ +
۱
۲ ≥ α

BX

BB′ ⇔
BX

BB′ <
۱

۲α− ۱

مساحت که می�گيريم نتيجه کنيم، اختيار ۳۲ برابر را α اگر حال است. S با متجانس B هم�سايگی D۱يک ،α > ۱ اگر پس
و A بين C و باشند AB خط� D۲با مرز اشتراک D و C اگر هم�چنين ۲/۵می�شود. برابر که است S مساحت ۱

۴ برابر D۱

داريم: باشد، داشته قرار B
AD

DB
=

۱
۲ ⇒ AD

AD + ۱ =
۱
۲ ⇒ AD = ۱, AC

CB
=

۱
۲ ⇒ AC

۱−AC
=

۱
۲ ⇒ AC =

۱
۳

S −D۱ −D۲ مساحت بنابراين است. ۱/۵ از کم�تر عددی )که ۲۳ )۲π برابر آن مساحت و ۱+ ۱
۳ = ۴

۳ برابر D۲ قطر بنابراين
هست. ۶ حداقـل هم S′ مساحت می�دهد نتيجه که است ۶ برابر حداقـل مجموعه سه اين مساحت به توجه با
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نزولی اويلر فی� .۳ شماره سؤال
کنيد دقت منظور اين برای می�سازيم. nمختلف مقـادير برای استقرايی صورت به را مسئله صورت در خواسته�شده دنباله�ی
aiها همه�ی به نسبت که باشد طبيعی aعددی و باشد داشته را مسئله مطلوب خاصيت a۱ < a۲ < · · · < an اگر که
.ϕ(aai) = ϕ(a)ϕ(ai) ،۱ ≤ i ≤ n هر برای زيرا دارد؛ را مسئله مطلوب خاصيت هم aa۱ < aa۲ < · · · < aan است، اول
که يافته�ايم a۱را < a۲ < · · · < an طبيعی اعداد کنيد فرض حال است. واضح n = ۱ برای دنباله�ای چنين وجود
باشند. داشته را خواص همين که بسازيم اعداد از n+ ۱ طول به دنباله�ای می�خواهيم .ϕ(a۱) > ϕ(a۲) > · · · > ϕ(an)

طبيعی عددی x اگر است). اول عدد mامين ،pm از ما (منظور باشد a۱a۲ · · · an اول عامل بزرگ�ترين pN کنيد فرض
ابتدای توضيحات به توجه با هم a۱x < a۲x < · · · < anx دنباله�ی باشند، pNبزرگ�تر از آن اول عوامل همه�ی که باشد
اعداد ،a۱x > y > ϕ(y) > ϕ(a۱x) که يافت گونه�ای به بتوان yرا اگر حال . دارد را مسئله مطلوب خاصيت راه�حل

هستند. دارا را مسئله خاصيت هم باز که می�شوند +nعدد ۱ از دنباله�ای y < a۱x < a۲x < · · · < anx

علاوه به و باشند بزرگ�تر pN از آن اول عوامل همه�ی که xيافت طبيعی عدد می�توان که می�کنيم ادعا منظور اين برای
و (چرا؟) ϕ(a۱x) < ۲l−۱ = ϕ(۲l) < ۲l < a۱x که يافت l طبيعی عدد می�توان xای چنين وجود صورت در . a۱x

ϕ(a۱x)
> ۴

می�شود. تمام کار دهيم ۲lقرار برابر را y اگر
در می�گيريم، pN+۱pN+۲ · · · pN+m برابر را xm ،m مثل طبيعی عدد هر برای نظر، مورد خاصيت با x يافتن برای حال

صورت اين
ϕ(a۱xm) = ϕ(a۱)ϕ(xm) = a۱(pN+۱ − ۱)(pN+۲ − ۱) · · · (pN+m − ۱)

بنابراين و
xm

ϕ(xm)
=

N+m∏
i=N+۱

pi
pi − ۱ =

N+m∏
i=N+۱

(
۱+ ۱

pi − ۱

)
≥

N+m∑
i=N+۱

۱
pi − ۱ >

N+m∑
i=N+۱

۱
pi

M بزرگ کافی اندازه�ی به طبيعی عدد می�توان پس می�شود۱. بزرگ�تر مقداری هر mاز شدن زياد با
N+m∑
i=N+۱

۱
pi
مجموع اما

دارد. را ما نظر مورد خاصيت xM که می�دهد نتيجه اين و xM

ϕ(xM ) > ۴ϕ(a۱)
a۱

که يافت

از اثبات�هايی يافتن برای دارد. وجود آن برای مختلفی اثبات�های و می�شود بی�نهايت برابر اول، اعداد معکوس مجموع که است معروفی حکم ۱اين

کنيد. مراجعه اثبات“ ”کتاب به می�توانيد آن�
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تقـلبی سکه�های .۴ شماره سؤال
کردن وزن بار k با هم کيسه n از کم�تر در کرد، پيدا را تقـلبی کيسه�ی بتوان کردن وزن بار k با کيسه n در اگر وضوح به
کيسه�ی بتوان ترازو، از استفـاده مرتبه k حداکثر با که بگيريد کيسه�ای تعداد بيش�ترين را f(k) داد. انجام را کار اين می�توان

بياوريم. دست به k مختلف مقـادير برای را f(k) که است اين هدف يافت. آن�ها بين در را تقـلبی
می�دهيم. قرار ترازو روی سکه i− ۱ iام، کيسه�ی از باشيم. داشته کيسه ۱۴ کنيد فرض .f(۱) = ۱۴ می�دهيم نشان ابتدا
سکه�های بنابراين و داشته�ايم تقـلبی سکه�ی k که می�فهميم شد ۹۱۰ − k برابر کيسه�ها وزن مجموع اگر صورت اين در

است. ۱۰+ ۲۰+ · · ·+ ۱۳۰ حاصل�جمع برابر ۹۱۰ که کنيد توجه است. kام + ۱ کيسه�ی به مربوط تقـلبی
کنيد فرض دهيم. تشخيص را تقـلبی کيسه�ی می�توانيم کردن وزن بار يک با که داريم کيسه تعدادی که کنيد فرض حال
با دهيم. قرار ترازو روی سکه m کيسه�ها، از amتا از ترتيب همين به و ... سکه، يک a۱تا از سکه، صفر کيسه�ها از a۰تا از

توزين بار هر در سکه�ها تعداد محدوديت به توجه
a۱ + ۲a۲ + · · ·+mam ≤ ۱۰۰ (∗)

روی سکه مساوی تعداد کيسه دو از که صورتی در زيرا برداشت. سکه مساوی تعداد به کيسه دو از نمی�توان ديگر طرف از
.ai ≤ ۱ ،i ≥ ۰ صحيح عدد هر برای پس شويم. قـائل تفـاوتی کيسه دو آن بين نمی�توانيم کردن�مان وزن با دهيم قرار ترازو
به توجه با منظور اين برای شود. بيشينه a۰ + a۱ + · · · + am عبارت که کنيم کاری می�خواهيم مفروض�ها اين با حال
بيش�ترين a۱ سپس باشد، داشته را خودش مقدار بيش�ترين a۰ است به�تر است، k برابر (∗) عبارت در ak ضريب که اين
دقيق�تر عبارت به باشند. ناصفر می�توانند aiها از ۱۴تا حداکثر ترتيب همين به و a۲ سپس باشد، داشته را خودش مقدار
بقيه و يک برابر ai۱ < ai۲ < · · · < aik مثل آن�ها از kتا می�شود، بيشينه aiها مجموع� مقدار حالتی در که کنيد فرض
انتخاب صفر برابر را بقيه و يک برابر را ak−۱ و ...،a۱ ،a۰ مقدار انتخاب، اين جای به اگر که کنيد دقت باشند. صفر برابر
انتخابی در جواب دنبال به است کافی بنابراين می�شود. کم�تر عبارت(∗) چپ سمت ولی نمی�کند تغيير aiها مجموع� کنيم،
اين ،۹۱ = ۱ + ۲ + · · · + ۱۳ چون باشد. صفر برابر بعد به آن�جا از و يک برابر جايی تا aiها مقـادير که بگرديم aiها از

.f(۱) = ۱۴ لذا و می�شود ۱۳ برابر مقدار بيش�ترين
ابتدا بايد بالا دليل همان به هم باز .ai ≤ ۱۴ ،i ≥ ۰ هر برای و داريم را نابرابری(∗) مجدداً f(۲) آوردن دست به برای حال
a۰ + a۱ + a۲ + · · · مقدار بيش�ترين کنند. اتخاد را خود مقدار بيش�ترين بقيه ترتيب همين به و a۲ سپس ،a۱ سپس ،a۰

.f(۲) = ۶۰ پس باشند. صفر برابر بقيه و a۴ = ۴ و a۰ = a۱ = a۲ = a۳ = ۱۴ که می�شود حاصل زمانی حالت، اين در
پس هستند. صفر برابر بقيه و a۲ = ۲۰ ،a۰ = a۱ = ۶۰ که می�شود نتيجه مشابه استدلال�های با مجدداً f(۳) برای

.f(۳) = ۱۴۰
بنابراين .ai ≤ ۱۰۰ ،i ≥ ۱ هر برای و a۰ ≤ f(k − ۱) شرط دو ∗ نابرابری مورد در ،f(k) ≥ ۱۰۰ چون ،k > ۳ مقـادير برای

داريم: پس باشند. صفر برابر بقيه و a۱ = ۱۰۰ ،a۰ = f(k − ۱) که می�شود حاصل زمانی aiها مجموع مقدار بيش�ترين
f(k) = f(k − ۱) + ۱۰۰, ∀k ≥ ۴

است: زير صورت به سؤال جواب کل در يعنی

است. لازم کردن وزن بار يک حداقـل ،۱ ≤ n ≤ ۱۴ اگر •

است. لازم کردن وزن بار دو حداقـل ،۱۵ ≤ n ≤ ۶۰ اگر •

است. لازم کردن وزن بار سه حداقـل ،۶۱ ≤ n ≤ ۱۴۰ اگر •

است. لازم کردن وزن بار k حداقـل ،۱۰۰k + ۴۰ < n ≤ ۱۰۰(k + ۱) + ۴۰ ،k طبيعی عدد يک برای اگر و •

www.topsoal.ir
www.nashr-estekhdam.ir

http://www.nashr-estekhdam.ir/


..

۶

.

..
خلاقيت آزمون راه�حل

دوری چندجمله�ای�های .۵ شماره سؤال
کنيد تعريف

Q(x, y, z) = P (x, y, z) + P (y, x, z)

R(x, y, z) = P (x, y, z)− P (y, x, z)

منفی آن مقدار متغير، دو هر کردن جابه�جا با (يعنی پادمتقـارن R چندجمله�ای و متقـارن Q چندجمله�ای که است واضح
R پس ،R(x, y, y) = R(x, y, x) = ۰ مشابهاً است. بخش�پذير x− y بر R پس .R(x, x, z) = ۰ که کنيد دقت می�شود).

که دارد وجود S چندجمله�ای پس است. بخش�پذير نيز z − x و y − z بر
R(x, y, z) = (x− y)(y − z)(z − x)S(x, y, z)

هر که می�دانيم طرفی از .P = ۱
۲Q + ۱

۲ (x − y)(y − z)(z − x)S داريم پس است. متقـارن S وضوح به هم�چنين
،P۱ = x + y + z حسب بر يعنی نوشت۲. مقدماتی متقـارن چندجمله�ای�های حسب بر می�توان را متقـارن چندجمله�ای
می�شود. نتيجه وضوح به حکم P۴ = (x− y)(y − z)(z − x) دهيم قرار اگر اکنون .P۳ = xyz و P۲ = xy + yz + zx

برحسب متقـارن چندجمله�ای يک نمايش که می�کند بيان قضيه اين و است معروف اوليه متقـارن چندجمله�ای�های قضيه�ی به حکم ۲اين
است. يک�تا می�شود، گفته هم اوليه متقـارن چندجمله�ای�های آن�ها به که مقدماتی متقـارن چندجمله�ای�های
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شبکه�ای محدب چندضلعی مساحت .۶ شماره سؤال
۱ ≤ i ≤ n−۱ برای −−−−→AiAi+۱ بردارهای هرگاه می�ناميم، «خوب» ,A۱را A۲, . . . , An رئوس با شبکه�ای محدب يکnضلعی
نمايش g(n) با را خوب nضلعی�های مساحت برای ممکن مقدار کم�ترين باشند. واقع مختصات دست�گاه اول ربع در
کنيم. ثابت g(n) برای را مسئله حکم�های که است کافی بنابراين و .g(n۴ ) ≤ f(n) ≤ g(n) می�کنيم ادعا می�دهيم.
پايين�ترين، ،P مثل شبکه�ای محدب nضلعی هر برای چپ، سمت نابرابری اثبات برای است. واضح راست سمت نابرابری
به را P باشند) هم برابر هم با است ممکن (که رأس چهار اين بگيريد. نظر در را آن رئوس راست�ترين و چپ�ترين بالاترين،
است g(n۴ ) حداقـل رأس�ها اين محدب پوش مساحت دارد. n۴رأس حداقـل آن�ها از يکی که می�کنند تقسيم کمان تعدادی

می�شود. ثابت کامل طور به ادعا ترتيب اين به و
. ۱۲
∑

i<j |ui × uj | با است برابر است شده ساخته u۱, . . . , un−۱ بردارهای با که P خوب nضلعی مساحت لم.
(ui =

−−−−→
AiAi+۱)

۱
۲ |ui × Ai| = ۱

۲
∑i−۱

j=۱ |ui × uj | با است برابر A۱AiAi+۱ مثلث مساحت باشد. مختصات مبدأ A۱ کنيد فرض اثبات.
می�شود. ثابت حکم تساوی�ها اين زدن جمع با دارند). يک�سانی علامت خارجی�ها ضرب همه�ی که کنيد (توجه

برمی�گرديم: اصلی مسئله�ی به حال

يک آن�ها با شده ساخته چندضلعی هستند، ,u۱صعودی . . . , un−۱ شيب�های چون� .ui = (۱, i) دهيد قرار الف.
با: است برابر آن مساحت بالا لم طبق پس است. خوب چندضلعی

S = ۱
۲

∑
۱≤i<j≤n−۱

|ui × uj | = ۱
۲

∑
۱≤i<j≤n−۱

(j − i) = ۱
۲

∑
۱≤j≤n−۱

j(j−۱)
۲

≤ ۱
۴

∑
۱≤j≤n

j۲ = n(n+۱)(۲n+۱)
۲۴

شد. ثابت اول قسمت پس .n(n+۱)(۲n+۱)
۲۴ = O(n۳) و

پس است. (n−۱
۲
) دست�کم خوب nضلعی هر مساحت است، طبيعی عددی |ui × uj | که اين به توجه با بالا لم طبق ب.

می�رسد. پايان به هم قسمت اين اثبات پس .(n−۱
۲
)
= Ω(n۲) و g(n) ≥ (

n−۱
۲
)

کنيم: ثابت را زير ادعای که است کافی ج.
است. ۱

۲۴n
۵
۲ . حداقـل خوب +n)ضلعی ۲) هر مساحت بزرگ، کافی اندازه به n طبيعی عدد هر برای ادعا.

داد. خواهد نتيجه را بالا ادعای زير حکم لم، به توجه با
داريم: متفـاوت شيب�های ,u۱با u۲, . . . un+۱ صحيح بردارهای و n بزرگ کافی اندازه�ی به و طبيعی عدد برای ∑ادعا.

i<j

|ui × uj | ≥
۱
۱۲n

۵
۲ .

فرض پس می�شود. نتيجه روابط اين زدن جمع از ∑حکم
j

|ui × uj | ≥ ۱
۶n

۳
۲ باشيم داشته ۱ ≤ i ≤ n + ۱ هر برای اگر

کرد: فرض می�توان مسئله کليت از شدن کاسته بدون حال نباشد. چنين ∑کنيد
i

|ui × un+۱| <
۱
۶n

۳
۲ .
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Ci = {ul : |ul × un+۱| = i} می�کنيم تعريف ،i هر برای نداريم. را شيب�ها بودن صعودی فرض اين�جا در که کنيد دقت
برای بنابراين دارند. قرار un+۱ با موازی خط دو روی Ci اعضای .∑i ki = n می�دانيم Ciمی�گيريم. اعضای تعداد را ki و
که صفر مقدار جز (به باشند برابر هم با می�توانند مقدار چهار ulحداکثر ∈ Cj برای |uj × ul| مقـادير بين از ،j ≤ n هر
مقـادير اين چون حال شد). نخواهد ظاهر صورت اين غير در و می�شود ظاهر بار يک ujدقيقـاً ∈ Ci که صورتی در تنها

داريم: هستند صحيح

∑
ul∈Ci

|uj × ul| ≥ ۴
(ki

۴
۲

)
.

پس:

∑
l≤n

|uj × ul| ≥ ۴
∑
i

(ki

۴
۲

)
=

۱
۸
∑
i

k۲i −
n

۲ ,

∑و
j,l

|uj × ul| ≥
n

۸
∑
i

k۲i −
n۲

۲ ,

بزرگ کافی اندازه�ی به nهای برای لذا و ∑ k۲i ≥ ۳
۲n

۳
۲ می�فهميم زير لم طبق پس .∑ iki ≤ ۱

۶n
۳
۲ و ∑i ki = n اما

داشت: ∑خواهيم
j,l

|uj × ul| ≥
۳
۱۶n

۵
۲ − n۲

۲ ≥ ۱
۶n

۵
۲

می�کنيم: اثبات و بيان را اشاره�شده لم حال می�رسد. پايان به ادعا اثبات ترتيب اين به و
.∑ k۲i ≥ a۳

۴b صورت اين در .∑ iki ≤ b و ∑ ki = a که باشند نامنفی حقيقی اعداد k۱, k۲, . . . , kn کنيد فرض لم.

در kiها کرد فرض می�توان پيوستگی خواص از استفـاده با می�کنند. kiتغيير و باشند ثابت b و a مقـادير کنيد فرض اثبات.
ki < kj اگر زيرا هستند نزولی kiها حتماً حالت اين در دارد. را ممکن مقدار ∑کم�ترين k۲i و می�کنند صدق مسئله شرايط
بايد kiها می�کنيم ادعا می�شود. ∑کم�تر k۲i مقدار و داد قرار را ki+kj

۲ مقدار kj و ki دو هر جای به می�توان ،i < j برای
از ناصفر متوالی عنصر سه kj−۱, kj , kj+۱ کنيد فرض باشند. حسابی تصاعد يک از قسمتی نرسيده�اند، صفر به که زمانی
عوض kj−۱ + x, kj − ۲x, kj+۱ + x با را مقدار سه اين صورت اين در اند. نداده حسابی تصاعد تشکليل که باشند دنباله
حالت دو در ∑

k۲i مقدار تفـاوت حال می�کند. صدق فرض�ها در هم جديد دنباله�ی که می�شود ديده سادگی به می�کنيم.
با: است برابر

∆ =
(
(kj−۱ + x)۲ + (kj − ۲x)۲ + (kj+۱ + x)۲

)
−
(
k۲j−۱ + k۲j + k۲j+۱

)
= ۶x۲ + ۲x(kj−۱ − ۲kj + kj+۱).

مخالف علامت با و کوچک کافی مقدار به x انتخاب با می�توان است، ناصفر عبارت اين xدر ضريب که اين به توجه با
لزوم صورت در n تغيير با دهند. حسابی تصاعد تشکيل بايد دنباله ناصفر اعضای پس شود. منفی ∆ مقدار که کرد کاری
حقيقی اعداد يعنی می�دهند. نزولی حسابی تصاعد يک تشکيل بنابراين و هستند ناصفر kiها همه�ی که کرد فرض می�توان

پس: .ki = r − si که هستند r, s نامنفی و
a = nr − s

∑
i

c = r
∑

i− s
∑

i۲ ≤ b.
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می�آيد: دست به محاسبه کمی با حالت اين در کنيد.) تعريف عبارت همين با را c)∑
k۲i = ra− sc

محاسبه�اند: قـابل c و a برحسب بالا معادلات دست�گاه از s و r مقـادير حال .
r =

a
∑

i۲ − c
∑

i

n
∑

i۲ − (
∑

i)
۲ , s =

a
∑

i− nc

n
∑

i۲ − (
∑

i)
۲ .

داريم: مربعی حسابی نابرابری ∑طبق
k۲i ≥

(
∑

ki)
۲

n
=

a۲

n
.

داشت: خواهيم r − sn ≥ ۰ چون و
a
∑

i۲ − c
∑

i− an
∑

i+ n۲c ≥ ۰
⇒ a(n

۲(n+۱)
۲ − n(n+۱)(۲n+۱)

۶ ) ≤ c(n۲ − n(n+۱)
۲ ) ≤ cn(n+۱)

۲

⇒ a(n− ۲n+۱
۳ ) ≤ c

⇒ n ≤ ۳ c
a + ۱ ≤ ۴ c

a .

در نامساوی اين جای�گذاری با .(c =
∑

iki ≥
∑

ki = a) کرديم استفـاده c ≥ a بديهی رابطه�ی از آخر نابرابری در که
که می�آيد دست به قبلی ∑نابرابری

k۲i ≥
a۲

n
=

a۳

an
≥ a۳

۴c ≥ a۳

۴b
است. نظر مورد حکم همان که

.f(n) = Θ(n۳) پس است. ۱
۲۰۰n

۳ حداقـل خوب +n)ضلعی ۲) هر مساحت ادعا.

داريم: متفـاوت شيب�های با u۱, u۲, . . . , un+۱ صحيح بردارهای برای دهيم نشان است کافی ادعا اين اثبات ∑برای
i<j

|ui × uj | ≥
۱
۱۰۰n

۳.

کران بار اين می�کنيم. تعريف قبل مشابه هم را ki و Ci .∑
i

|ui×un+۱| ≤ ۱
۵۰n

۲ کنيم فرض است کافی قبلی ادعای شبيه
از صحيحی مضرب ul − ul′ آن�گاه باشند، un+۱ موازی خطی روی ul′ و ul اگر می�يابيم. ∑ul∈Ci

|uj × ul| برای به�تری
آن جای به صورت اين غير در نيست، ديگری بردار هيچ از صحيحی مضرب un+۱ که کنيم فرض (می�توانيم است un+۱

از استفـاده با است. uj × un+۱ از مضربی uj × ul − uj × ul′ پس داد). خواهيم قرار کم�تر طول با و هم�جهت بردار يک
که: می�شود نتيجه راحتی به دارند، قرار un+۱ با موازی خط دو روی Ci اعضای که اين و موضوع ∑اين

ul∈Ci

|uj × ul| ≥ ۴j
(ki

۴
۲

)
داريم: i انديس روی نابرابری�ها اين زدن جمع با .uj ∈ CJ کرده�ايم، فرض جا اين در ∑که

l≤n

|uj × ul| ≥ ۴j
∑
i

(ki

۴
۲

)
.

داشت: خواهيم j انديس روی زدن جمع با نهايت در ∑و
j,l

|uj × ul| ≥ ۴(
∑

iki)
∑
i

(ki

۴
۲

)
= (

∑
iki)

(۱
۸
∑

k۲i −
n

۲
)
.

نتيجه: در و ∑ k۲i ≥ ۲۵
۲ n دوم، لم به توجه با

∑
iki ≤ ۱

۵۰n
۲ و ∑ ki = n که آن�جايی ∑از

j,l

|uj × ul| ≥ ( ۱۸ −
۱
۲۵ )(

∑
iki)(

∑
k۲i )

≥ ۱
۴ (

۱
۸ −

۱
۲۵ )(

∑
ki)

۳ ≥ ۱
۵۰n

۳.
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زير! يکی رو، يکی .۷ شماره سؤال
اتوبان�ها اجتماعِ از حاصل گراف Cnو ،... ،C۲ ،C۱ را اتوبان�ها است. امکان�پذير کار اين اتوبان تعداد هر برای می�دهيم نشان

بناميد. G را
مجاور را ناحيه (دو نباشند. هم�رنگ مجاوری ناحيه�ی دو هيچ که طوری کرد رنگ رنگ دو با Gرا ناحيه�های می�توان لم.

باشند.) مشترک يال يک در اگر گوييم

می�ناميم. «مجاز» را نظر موردِ خاصيتِ با رنگ�آميزی يک می�کنيم. Gثابت رأس�های تعداد روی استقرا با را حکم اثبات.
را آن و بگيريد نظر در را آن�ها کوتاه�ترينِ دارند قرار اتوبان�ها از يکی در تماماً Gکه گرافِ در بسته مسيرهای همه�ی بين در
ناحيه�ی دو به را پسصفحه نمی�کند، قطع را Cخودش انتخاب، نحوه�ی به توجه با .C ⊂ C۱ مثلاً کنيد فرض و Cبناميد
گرافی را H حال باشد). تهی است ممکن البته (که است بسته خم يک C۱ − C طرفی از می�کند. تقسيم بيرون و درون
مجاز رنگ�آميزی می�توان Hرا نواحیِ استقرا، فرض بنابر می�آيد. دست Cnبه و ... و C۲ و C۱ − C اجتماعِ از که بگيريد
اين که ديد می�توان راحتی به کنيد. برعکس Cرا خمِ درونِ نقـاطِ رنگِ و کنيد Hاضافه گرافِ به Cرا خمِ اکنون کرد.

می�دهد. G برای مجاز رنگ�آميزی يک
می�کنيم. يکرنگ به را آن داريم صفحه در يکناحيه حالتفقط اين در باشد. Gتهی استکه حالتی در استقرا پايه�ی

شود. پل�گذاری بايد چگونه تقـاطع هر که می�کنيم مشخص اکنون می�پردازيم. راه�حل ادامه�ی به لم اين از استفـاده با حال
پس دهيد. قرار دل�خواه جهتِ يک اتوبان هر روی بگيريد. نظر در سياه و سفيد Gبا برای مجاز رنگ�آميزیِ يک ابتدا
حرکت آن�ها روی وقتی که می�ناميم اول» «نوع را يال�هايی داريم. يال نوع دو اکنون شده�اند. Gجهت�دار گرافِ يال�های
قرمز اول نوع يال�های زير شکل (در می�ناميم دوم» «نوع را يال�ها ساير و است رنگ سفيد راستمان سمت ناحيه�ی می�کنيم
از يعنی است سازگار روش اين می�سازيم. يال همان راستای در پل يک اول نوعِ يالِ هر انتهای در اکنون شده�اند). رنگ
پل يک دقيقـاً تقـاطع هر در بنابراين است، دوم نوع از يکی و اول نوع از يکی می�شوند وارد تقـاطع يک به که يالی دو هر
يال�ها می�کنيم حرکت اتوبان يک روی وقتی زيرا دارد را مسئله نظر مورد خاصيت پل�گذاری اين همچنين می�شود. ساخته

هستند. دوم و اول نوع از ميان در يکی
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۱۱
..

خلاقيت آزمون راه�حل

اوليه مجموعه�های .۸ شماره سؤال
اعضای از nتا دقيقـاً که می�دهد نتيجه اين نباشد. S از عضوی n و باشد موجود Sای مجموعه�ی چنين کنيد فرض الف.
نظر در را q و p مثل آن�ها از تا دو نيستند. S در که دارد وجود اول عدد بی�نهايت نتيجه در هستند. اول n به نسبت S
عضو pm که دارد وجود طبيعی m بی�نهايت نتيجه در ندارند. p عامل S اعضای از pتا تنها پس ،p /∈ S چون بگيريد.
چنين نتيجه در است. تناقض اين و هستند اول q به نسبت که دارد عضو بی�نهايت S پس .(pm, q) = ۱ اما است. S

ندارد. وجود مجموعه�ای

يک برابر aiها همه�ی ابتدا در .S = {a۱ ≤ a۲ ≤ · · · } کنيد فرض می�سازيم. گام به گام صورت به را S مجموعه�ی ب.
در ،n طبيعی عدد هر برای واقع در برسند. مطلوب مقدار به تا می�کنيم ضرب aiها در را اولی عوامل هرگام در و هستند

nام: مرحله�ی

شود. بيش�تر an−۱ از آن مقدار تا می�کنيم، ضرب an در را p۲n−۱ و p۲n نام به جديدی اول اعداد .۱

را tn حال .bn < n پس بگيريد. bn را هستند، اول an به نسبت که {a۱, a۲, . . . , an−۱} مجموعه�ی اعضای تعداد .۲
می�کنيم. تعريف an − bn برابر

an به نسبت که دارند وجود i > n انديس با ai بی�نهايت هنوز عمل دو اين پايان در ما ساخت نحوه�ی به توجه ۳.با
دنباله�ی در حال باشد. am عدد، tnامين کنيد فرض می�کنيم. رها را نخست عدد tn اعداد اين بين در هستند. اول
در را بعدی جمله�ی ۲n−۱ ،p۲n در را بعدی جمله�ی ۲n−۱ ،p۲n−۱ در را نخست جمله�ی ۲n−۱ ،am+۱, am+۲, . . .

می�دهيم. ادامه بی�نهايت تا را عمل همين و می�کنيم ضرب p۲n−۱

nام: مرحله�ی پايان در ترتيب اين به

هستند. اول an به نسبت عدد an يعنی bn + tn دقيقـاً •

همين دقيقـاً که هستند akها از بی�نهايت�تا ،qi ∈ {p۲i−۱, p۲i} که اول اعداد از (q۱, q۲, . . . , qn) مثل nتايی هر برای •
متفـاوت ai اول عوامل با اولشان عوامل دارد وجود دنباله از جمله� بی�نهايت ،ai هر برای پس دارند. را اول عوامل

هستند. اول ai به نسبت ترتيب اين به و است
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  به نام او

  آزمون خلاقیت

 

  !چوبه چند. 1

چوب کبریت افقی یا عمودي به طول  �، شکلی همبند است که با چوبه �یک 

 شوندتقارن به یکدیگر تبدیل می که با دوران و را هاییشکلشود. ساخته میواحد 

   شود.چوبه دیده می5ها و یک چوبه3ي مثلاً در شکل روبرو همه یکی میگیریم.

ها به یکدیگر به مربع واحد از روي یال �شکلی است که با چسباندن  مینو �یک 

   هاي متصل در شکل یافت شود.دست آید به طوریکه بین هر دو مربع واحد مسیري از مربع

بالا داریم   هايها باشد. مثلاً با توجه به شکلمینو �تعداد  ��ها و چوبه �تعداد  ��فرض کنید 

�3 = �3و   5 = 2.  

��طبیعی داریم:  �ثابت کنید به ازاي هر   الف) ≥ ���1  

��2.4هاي به اندازه کافی بزرگ داریم:  �ثابت کنید براي   ب)
�
≤ �� ≤ 16

�
  

  

پاره خطی به طول واحد در صفحه است که  ايیال شبکهیک 

هرگاه به  ،گوییم داناچوبه را . یک چندباشدمختصات رئوس آن صحیح 

را فرش کرد (استفاده  ايهاي شبکهیال يمجموعه آن بتوان يوسیله

 نامیم.می نادان از دوران و تقارن مجاز است). در غیر این صورت آن را

 .است دانا ي چوبه4که  هددشکل مقابل نشان میبراي مثال 

 ن است.نادا  يچوبه5 شود کههمچنین به سادگی دیده می

2حداقلثابت کنید   )ج
��6

 جود دارد.و ناداني چوبه �تا   

  .است دانا رود، یم بالا ای راست سمت به هربار که ریمس کی شکل به چندچوبه هر دیکن ثابت  )د

  

3هاي به اندازه کافی بزرگ داریم:  �ثابت کنید براي (نمره اضافه)   )ه
�
≤ �� ≤ 12

�
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  !بین دوایر يهفاصل. 2

,�بین دو دایره  يهفاصل می کنیم و با نماد ها تعریف را برابر با طول مماس مشترك خارجی آن ′�

�(�, ها بین آن يهاگر دو دایره مماس مشترك خارجی نداشته باشند، فاصل نمایش می دهیم. (��

ي دو دایره ي به شعاع صفر است و فاصلهتوجه کنید که یک نقطه هم یک دایره شود.تعریف نمی

  تواند صفر باشد.می

,�1تعدادي دایره ثابت  مرکزثقل.الف)  … , در  ��ید دایره یکتاي نشان دهدر صفحه داریم.  ��

میانگین مربعات فواصل  منهاي ��و  � ي بینفاصلهمربع ، �صفحه وجود دارد که براي دایره متغیر 

 یعنی: هایی که همه این فواصل تعریف شده هستند).�عددي ثابت باشد (به ازاي  ها�� و �بین 

∀�:    �(�, ��)2 −
1

�
∑ �(�, ��)2�

��1
=    مقدار ثابت

,�1 مرکز ثقلرا  ��  … ,   ، زیرا خاصیت فوق مشابه خاصیت مرکز ثقل نقاط است.نامیممی ��

 دلخواهی يرا دایره �3فاصله باشد. هم �2و   �1از دوایر  � يفرض کنید دایره عمود منصف.ب) 

 �2و  �1است و بر مماس مشترك خارجی  �2و  �1المرکزین  بگیرید که مرکز آن روي خط

 » �3و  �بین  يفاصله« از  » �2و   �1و مرکز ثقل  �بین  يفاصله« مماس است. ثابت کنید 

  (در صورتی که این فواصل همگی تعریف شده باشند) بیشتر نیست.

ها از هایی را در نظر بگیرید که هر کدام از آندایره يرا مجموعه همه ∁ محیطی. يمرکز دایرهج) 

وجود دارد که  در صفحه ثابتی ياست. ثابت کنید نقطه هم فاصله �3و  �2 ،�1ثابت  يسه دایره

  است. ∁اعضاي مرکز تجانس مستقیم دو به دوي 

واحد  برابر هر دو تا از آنها يفاصلهآیا چهار دایره در صفحه وجود دارد که  چهاروجهی منتظم.د) 

  باشد؟
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 !توابع دیتول. 3

  

�د (و با نماد کنمی تولیدرا  �تابع  �می گوییم تابع حقیقی  → از  �نمایش می دهیم)، اگر  �

����موجود باشد که:  �با خودش بدست آید؛ یعنی عدد طبیعی  �ترکیب چندباره  … ���������
� بار

= �  

� به دنبال یافتن خواصی براي این رابطه هستیم. مثلاً به راحتی می توان ثابت کرد که اگر → و   �

� → ℎ  آنگاه� → ℎ(خاصیت ترایایی) .  

  

�دو تابع حقیقی    الف) ≠ �مثال بزنید که  � → �, � → �. 

�وجود دارد که  �، تعداد متناهی تابع �ثابت کنید به ازاي هر تابع حقیقی  ب) → �, � → �.  

  وجود دارد که هیچ تابعی جز خودش، آن را تولید نکند؟ �آیا تابع  ج)

  را تولید کند؟ �5و  �3وجود دارد که  �آیا تابع  د)

,�اي درجه یک جملهدو چند ثابت کنید اگر تابعی )ه اي یک چندجملهرا تولید کند آنگاه  �

,�درجه یک نیز    کند.را تولید می �
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 . چندضلعی تپل!4

یم، در گویمی چندضلعی تپل، است � کند و داراي محیط را که خودش را قطع نمی �چندضلعی 

,�ي صورتی که براي هر دو نقطه باشد،  1آنها در صفحه حداکثر  يکه فاصله �روي محیط  �

,�که بین  �(یعنی جزء کوچکتر محیط  �آنها روي محیط  يفاصله قرار دارد) حداکثر   �
�

4
باشد.  

توان دایره اي به شعاع خواهیم ثابت کنیم در هر چندضلعی تپل میمی
1

4
  جاي داد. 

 

دو رویکرد متفاوت براي حل سوال در پیش  خیاردوغي آبسیارهي زمین و محققان متفکران سیاره

پاره خطی است که دو سر آن روي محیط چندضلعی باشد.  وترد. در هر دو رویکرد منظور از نگرفت

، وتري است که هر نقطه از آن وتر داخلیوتري است که دو سر آن رئوس چندضلعی باشد.  قطر

دو نقطه روي چندضلعی را طول جزء  بین فاصله روي محیط. داخل یا روي محیط چندضلعی است

 گیریم.کوچکتر محیط بین آن دو نقطه در نظر می

 

 : وتر بیشینه!رویکرد زمینی

با طول حداکثر واحد یافت  ��این واقعیت را می دانیم که براي هر چندضلعی، وتر داخلی 

,�با طول حداکثر واحد، فاصله روي محیط  ′�′�شود به طوري که براي هر وتر داخلی می � 

,��بزرگتر یا مساوي فاصله روي محیط   می نامیم. وتر بیشینهباشد. این وتر را  ′�
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  حالت براي وتر بیشینه وجود دارد: دو ��در چندضلعی تپل 

به  وتر بیشینه اي به قطرثابت کنید نیم دایره باشد. برابر واحدطول وتر بیشینه  حالت اول:  الف)

قرار دارد و در نتیجه در این حالت می توان دایره ��طور کامل درون 
1
اي به شعاع 

4
در داخل  

  چندضلعی جاي داد.

اي به دایره در این حالت نیز ثابت کنیدباشد.  کمتر از واحدوتر بیشینه طول  حالت دوم:  ب)

شعاع 
1

4
  می گیرد.قرار  ��شود که به طور کامل درون یافت می 

اند ولی هر بار متوجه ایرادي ظریف در اثبات ها بارها گمان کردند این سؤال را حل کردهزمینی

  شدند تا نهایتاً موفق به حل سؤال شدند.خود 

 

  : مثلث بندي!خیاريدوغرویکرد آب

  دو گزاره زیر را در نظر بگیرید.

اي به توان دایرهو نمی حداکثر واحد استطول اضلاعش که را هر چندضلعی دلخواه «  گزاره اول:

شعاع 
1

4
  »بندي کرد. ی داخلی با طول حداکثر واحد مثلثهایقطر يبه وسیلهتوان میدر آن جاي داد  

توان دایرهکه نمیرا هر چندضلعی دلخواه «  گزاره دوم:
1
اي به شعاع 

4
به توان میدر آن جاي داد  

ها حداکثر واحد ي مثلثبه نحوي که طول اضلاع همه بندي کردی داخلی مثلثیهاوتري وسیله

  »باشند.

در هر ها با برهان خلف به این نتیجه رسیدند که اگر گزاره دوم درست باشد آنگاه خیاريدوغآب

اي به شعاع توان دایرهچندضلعی تپل می
1

4
  جاي داد. 

اي توان دایرهگر گزاره دوم درست باشد آنگاه در هر چندضلعی تپل میاشما نیز ثابت کنید   ج)

به شعاع 
1

4
  جاي داد. 

پس براي حل  آنها به سادگی دریافتند که اگر گزاره اول درست باشد آنگاه گزاره دوم هم درست است.

دانست، موفق که خود را زمینی می ج.ن.گزاره اول یک دوغ جایزه گذاشتند! مدتی بعد، جوانی به نام 

 ها را نقش بر آب کرده و دوغ را از آن خود کند.خیاريدوغهاي آبشد با نقض گزاره اول، نقشه

  ضلعی مثال بزنید که گزاره اول را نقض کند.1392 کی  د)

  کنند.خواهند گزاره دوم را مستقیماً اثبات ها ناامید نیستند و میخیاريدوغبا این حال آب

  درباره درست بودن گزاره دوم هرچه می توانید بنویسید.(نمره اضافه)   )ه
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 !رفته دست از اعداد يجستجو در. 5

  

,�1عدد حقیقی  � زیرجمعیک  �2, … , عدد است؛ یعنی  �،  به معناي جمع تعدادي از این ��

�1�1 + �2�2 +⋯+ اکنون  ها ناصفر است.��ها صفر یا یک هستند و حداقل یکی از ��که  ����

  در جستجوي اعداد هستیم!ها داشتن این زیرجمعبا 

2 تمامبه همراه متمایز)  عدد حقیقی (نه لزوماً � ارزشمند شامل لیستی ها پیشسال
�
− زیرجمع  1

(پس از شکست در حل  ،خیاردوغآبي سیارهتعدادي موجود عجیب از  .در دست داشتیمها را آن

 ها در دست داریم همانو تنها چیزي که از آناند ي ما را دزدیدهعدد اولیه � چندضلعی تپل!)، يمسئله

2
�
−   زیرجمع است! 1

ا به صورت یکترا  شدهدزدیده توانیم اعداد ها مثبت باشند، میجمعي زیراگر همه ثابت کنید   الف)

  .دست آوریمب

ها صفر آنها مثبت و تعدادي منفی باشند، اما هیچ یک از جمعفرض کنید تعدادي از زیر  ب)

  .به صورت یکتا بدست آوریمرا  دزدیده شدهتوانیم اعداد می نیز در این حالتنشان دهید  د.نباش

� نشان دهید براي  )ج =  دزدیده شدهعدد  � ، مثالی وجود دارد که نتوانیم به طور یکتا1392

2 تمام با داشتنرا 
�
−   تعیین کنیم. زیرجمع آنها 1
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 !خیاردوغآبي سیارهجهانگردان . 6

کهکشان راه را در  خیاردوغآب يسیاره ،ي زمینیاي، منجمان خبرهسیارههاي میاندر گیر و دار 

هیچ اطلاعی از ولی منجمان  هی محدب استوج1392. این سیاره به شکل یک کشف کردنددوغی 

ي ي طیفی پرتوهایی که از سیارهدانشمندان با تجزیه .هاي آن ندارندي قرار گیري وجهشیوه

! از اندشوند، حقایقی راجع به زندگی موجودات روي این سیاره کشف کردهساطع می خیاردوغآب

اي دارد و سرتاسر مرز هر جمله این که هر وجه سیاره یک کشور است، هر کشور واحد پول جداگانه

براي تبدیل ارز این دو کشور موجود است. کسانی که از مرز دو کشور  نرخی ثابتدو کشور مجاور، 

دیگري براي کنند باید تمام پول خود را به واحد پول کشور مقصد تبدیل کنند و هیچ راه عبور می

تبدیل ارز وجود ندارد. منجمان در کمال ناباوري مشاهده کردند که ممکن است یک مسافر طی 

باشد. متفکران دلیل این پدیده را تفاوت نرخ ي اولیه، پولش تغییر کردهچندین سفر و بازگشت به نقطه

به  �اگر کسی از کشور  زیر دانند. مثلاً در شکلها میها با نسبت واقعی ارزش پولتبادل ارز روي مرز

اش نصف برود و سپس به کشور خودش باز گردد، دارایی نهایی �و  �، �، �، �ترتیب به کشورهاي 

اش تغییر اش خواهد بود. اما اگر کسی فقط به یک کشور همسایه برود و برگردد داراییدارایی اولیه

  ).رز برابر واحد استضرب نرخ تبدیل ارز دو طرف یک محاصلکند (زیرا نمی
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 سرمایه با کشف شدند که خیاردوغآبي جهانگرد در سیاره زیادي ي تحقیقاتی، تعداددر یک پروژه

طی مسیري به شکل  از هر کدام پس یک کشور شروع به سفر کردند و از یکسان ياولیه

 !اندشروعشان بازگشتهي ي بسته روي چندوجهی که خودش را قطع نکرده است به نقطهشکستهخط

  باشد؟ متمایز دو به دو آنها ي نهاییسرمایه که دارند وجود جهانگردها چند تا از این حداکثر

  

  کند!هیچ جهانگردي در طول سفر پولی خرج نمی  :1توجه 

نرخ و  هاچیدمان کشورباقی مقادیر مانند است.  )1392( هاتنها ثابت سوال تعداد کشور  :2 توجه

  ید یک عدد باشد.. پس پاسخ شما باآیندهاي سوال به حساب میمتغیر هامرز ارز رويتبدیل 

ي خیار، باید در بین همهدوغي آببا توجه به ناشناخته بودن ساختار سیاره :3توجه 

  هاي ممکن این حداکثر را بیابید.وجهی1392
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  !جالب معادلات جالب خواص. 7

(�)�ي معادله = هایی با ضرایب صحیح و ايچندجمله � و � گوییم اگرمی جالبرا  (�)�

گوییم نهایت جواب در اعداد طبیعی داشته باشد. میبیي حداقل یک باشند و این معادله درجه

(�)� يمعادله = (�)� ياز معادله (�)� = با  � يااگر چندجمله،شودنتیجه می (�)�

(�)� ضرایب گویا موجود باشد که = (�)� و ((�)�)� = �(�(�)). 

ℕ از نامتناهی ايزیرمجموعه � فرض کنید    الف) × ℕ ي جالبمعادلهدر  � گوییمباشد. می 

�(�) = ي نشان دهید معادله اگر هر عضو آن در این معادله صدق کند.،کندصدق می (�)�

(�)�� جالب = (در صورت  در آن صدق کند � ي جالبی کهوجود دارد که هر معادله (�)��

(�)�� ي، از معادلهوجود) =   شود.نتیجه می (�)��

(�)� ي جالبي معادلهدرجه     ب) =  �و  �را برابر بزرگترین درجه بین درجات  (�)�

ي کمتر ي جالبی با درجهگوییم اگر از هیچ معادلهمی اولیهي جالب را . یک معادلهکنیمتعریف می

(�)� نتیجه نشود. نشان دهید اگر = تکین  � و � اولیه باشد و جالب يیک معادله (�)�

  هم اول هستند.نسبت به  � يو درجه � يگاه درجهباشند، آن
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  !گویا یضلعپنج. 8

. است ایگو آن رئوس مختصات که باشد صفحه در محدب یضلعپنج کی �1�2�3�4�5 دیکن فرض

1 هر يبرا ≤ � ≤  ينامگذار �� با را ���3���4 و ���1���2 اضلاع امتداد تقاطع محل ،5

��، � هر يبرا یعنی اند؛شده يگذارشماره يدور صورت به یضلعپنج رئوس. (میکنیم = ���5. (

1) خطوط از تا سه حداکثر دیده نشان ≤ � ≤   .اندهمرس ���� (5
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خلاقيت آزمون راه�حل

چوبه! چند .۱ شماره سؤال
حاصل گراف وضوح به کنيد. وصل هم به را آن در مجاور مربع�های مراکز و بگيريد نظر در +n)مينو ۱) يک الف.
در چوبه، n هر به مربوط +n)مينوی ۱) می�شود. يکnچوبه آن زيردرخت يک حال دارد. يال n پسحداقـل است هم�بند
Mn+۱است. حداقـل هم مقدار اين و است دور بدون چوبه�های n تعداد مساوی يا بزرگ�تر Sn پس است. يک�تا وجود صورت

ب.
را چپ و راست و بالا سمت به nتايی مسيرهای می�توانيم :۱ اول. راه�
مسيرها گونه اين آوريم. دست به Sn برای به�تری پايين کران و بشماريم
هيچ طوری�که ,←,→به ↑ نمادهای از nتايی رشته�های تعداد با است متناظر
آن�گاه کنيم Anنام�گذاری را رشته�ها اين تعداد اگر باشند. نداشته ←,→مجاور

قرار صفحه روی می�توان طريق ۸ به حداکثر را چندچوبه هر زيرا ،۸Sn ≥ An

داد.

می�کند: صدق زير بازگشتی رابطه�ی Anدر

A۱ = ۳, A۲ = ۷, An = ۲An−۱ +An−۲

آوريد. دست به nتايی رشته�ی هر نماد اولين روی حالت�گيری با را بازگشتی رابطه�ی اين می�توانيد تمرين عنوان به
.t۱, t۲ = ۱±

√
۲ نتيجه در و t۲ = ۲t+ ۱ می�يابيم: را آن ريشه�های و می�دهيم تشکيل را رابطه اين مشخصه�ی معادله�ی

،n = ۱, ۲ اوليه�ی مقدارگذاری با .An = α(۱+
√
۲)n + β(۱−

√
۲)n که: درمی�يابيم بازگشتی رابطه�ی اين حل با

می�آيد: دست ,αبه β مقدار α(۱+
√
۲) + β(۱−

√
۲) = ۳

α(۳+ ۲
√
۲) + β(۳− ۲

√
۲) = ۷

⇒ α =
۱+
√
۲

۲ , β =
۱−
√
۲

۲

.An = ۱
۲

[
(۱+

√
۲)n+۱

+ (۱−
√
۲)n+۱] پس:

.Sn ≥ An

۸ > (۲/۴۱)n بعد به جايی از پس .∣∣∣۱−√۲∣∣∣ < ۱ و ۱+√۲ > ۲/۴۱ طرفی: از

در است. ۶تا ۲چوبه�ها اين تعداد نمی�شوند. تبديل يک�ديگر به انتقـال با که بگيريد نظر در را ۲چوبه�ها دوم.همه�ی راه
× با را پايين�ترين آن�ها بين در و چپ�ترين سمت رأس و ،◦ با را بالاترين آن�ها بين در و راست�ترين، سمت رأس هرکدام

کنيد. مراجعه پرگار فصل�نامه�ی ۹۲ تابستان شماره�ی در چندچوبه» «سرگذشت مقـاله�ی به می�توانيد بيش�تر مطالعه�ی ۱برای
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خلاقيت آزمون راه�حل

می�کنيم. مشخص

رأس به را هريک رأس× ترتيب به و می�کنيم انتخاب را ۲چوبه�ها اين از n۲]تا ] بزرگ، کافی اندازه�ی به nهای برای حال
می�کنيم.) وصل ۲چوبه ِ◦آخرين به هم افقی کبريت چوب يک بود، فرد n (اگر می�کنيم. وصل ِ◦قبلی

تبديل يک�ديگر به انتقـال با که می�آيد دست به nچوبه تا ۶[n۲ ] ترتيب اين به دارند، حالت ۶ ۲چوبه، تا [n۲ ] اين از يک هر
√
۶ ≥ ۲/۴ طرفی از .۸Sn ≥ ۶[n۲ ] ≥

√
۶n−۱ پس: است. آمده شکل ۶[n۲ ] اين بين در بار ۸ حداکثر چوبه n هر نمی�شوند.

.Sn ≥ (۲/۴)n بعد: به جايی از پس

می�کنيم. اثبات را مسئله زير لم از استفـاده با هم بالا کران برای
کند. عبور بار يک دقيقـاً يال هر از که دارد وجود دوری است، زوج رأس هر درجه�ی آن در که هم�بند گراف هر لم.در

می�شود. نتيجه حکم می�شويم وارد آن به که رأسی هر از شدن خارج و رأس يک از شروع و يالها تعداد روی استقرا اثبات.با

يافت گراف آن در دور يک بالا قضيه�ی طبق آن�گاه کنيم، زوج را چندچوبه گراف از رأس هر درجه�ی می�توانستيم اگر پس
۲n با گراف يک صورت اين در کنيم. رسم بار دو را يال هر می�توانيم مثلاً کند. عبور بار يک دقيقـاً يال هر از که می�شد
يال�ها همه�ی از که دارد وجود گراف اين در دوری بالا قضيه�ی طبق پس است. زوج رأس هر درجه�ی آن در که داريم يال
برای بالايی کران است کافی است. nچوبه�ها تعداد مساوی يا بيش�تر شبکه ۲nروی طول به دورهای تعداد پس کند. عبور

بيابيم. شبکه روی ۲n طول به دورهای تعداد
↑,→, نمادهای←,↓ از استفـاده با رشته�های۲nتايی تعداد با است برابر حداکثر هم شبکه ۲nروی طول به دورهای تعداد
تعدادی انتخاب با است برابر هم تعداد اين باشد. برابر باهم →,←ها تعداد و باهم، ,↑ها ↓ تعداد رشته هر در طوری�که به
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بقيه�ی →در دادن قرار ←و برای باقی�مانده مکان�های نصف انتخاب سپس و ،↓ برای مکان تعداد همان و ↑ برای مکان
يعنی: جاها.

n∑
k=۱

(۲n
k

)(۲n− k

k

)(۲n− ۲k
n− k

)
می�آيد: دست به بالا عبارت کردن ساده با

n∑
k=۱

(۲n
k

)(۲n− k

k

)(۲n− ۲k
n− k

)
=

n∑
k=۰

(۲n)!
k!k!(n− k)!(n− k)!

=

(۲n
n

) n∑
k=۱

(
n

k

)(
n

k

)
=

(۲n
n

)۲

است. ۱۶n حداکثر nچوبه�ها تعداد آن تبع به و شبکه، روی ۲n طول به دورهای تعداد پس .(۲nn )۲ ≤ (۲۲n)۲ = ۱۶n و

شکل در B يا A نقطه�ی از nاگر > ۷ برای است. نادان مقـابل چندچوبه�ی n = ۷ برای ج.
زيرا است نادان حاصل چندچوبه�ی برويم، راست يا بالا سمت به nيال − ۷ و کنيم شروع زير
حداقـل پس داشت. نخواهد همسايه�ای پاره�خط اين ،XYعمودی پاره�خط شامل چندچوبه در

يافتيم. نادان چوبه�ی n تا ۲n−۷ + ۲n−۷ = ۲n−۶

راست و بالا سمت به نامتناهی مسير يک آن، از نسخه بی�نهايت با و بگيريد نظر در راست و بالا سمت به مسير يک د.
دهيد. تشکيل

هيچ در اوليه مسير با حاصل مسير دهيم، انتقـال چپ و بالا سمت به واحد يک را راست و بالا نامتناهی مسير اگر .۱ لم
ندارد. اشتراک نقطه�ای

سمت به x انتقـال�يافته xو پس باشند. داشته اشتراک x مثل نقطه�ای در انتقـال�يافته�اش و مسير يک کنيد اثبات.فرض
است. تناقض در مسير بودن راست و بالا با چيزی چنين که هستند اوليه مسير روی دو هر راست، و پايين

می�دهيم. قرار کنارش در را مسير اين از چپ و بالا سمت به انتقـال�يافته نسخه نهايت بی و Lبناميد را نامتناهی مسير حال
می�ناميم. L′ را ( y = x (خط سوم و اول ربع نيم�ساز به Lنسبت قرينه حال ندارند. اشتراک مسيری دو هيچ ۱ لم طبق

ندارند. اشتراک يالی هيچ در L,L′ .۲ لم

چيزی چنين که هستند L روی دو هر ،y = x خط به نسبت e متقـارن و e پس باشد. L,L′ در e يال کنيد فرض اثبات.
است. تناقض در L بودن راست و بالا با
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اشتراک مسيری دو هيچ و داد قرار صفحه روی را چپ) و بالا سمت (به آن�ها انتقـال�يافته�های و L,L′ می�توان نتيجه در
پايين (يا چپ و بالا سمت به قدر آن را آن و بگيريد نظر در را e يال می�شود. پوشيده يال هر می�کنيم ادعا حال ندارند. يالی
حالت در رأس، يک در يا و است افتاده اتفـاق يال يک در يا برخورد اين کند. برخورد L مسير به تا دهيد انتقـال راست) و

است. L′ انتقـال�يافته�ی روی e دوم حالت در و است L انتقـال�يافته�ی روی e اول

می�رسيم: زير کران به کنيم استفـاده ۴چوبه�ها از ۲چوبه�ها جای به (ب)، قسمت دوم حل راه در اگر پايين کران برای ه�.
.Sn ≥

(
۴√۸۸

)n ∼ (۳/۰۶)n

است. شده رسم بار يک حداقـل چوبه n هر می�کنيم ادعا و می�کنيم رسم هم�بند ۱۶شکل × ۸n حداکثر بالا کران برای
برای حالت ۲۴ و می�زنيم علامت را آن می�کنيم، رسم رأس يک اول مرحله�ی در می�کنيم: رسم صورت اين به را اشکال

است. شده رسم شکل ۱۶ اين�جا تا پس می�کنيم. رسم را آن به متصل يال�های
اين به می�کنيم. رسم را آن�ها و می�سازيم جديدتر شکل ۸ حداکثر قبلی، مرحله�ی در رسم�شده شکل هر از مرحله، هر در
در و راست�ترين سمت رأس علامت�نخورده�اش، رئوس بين در و می�گيريم نظر در را رسم�شده اشکال از يک هر که صورت
بين در است. هم�بند شکل زيرا است شده رسم رأس اين يال�های از يکی حداقـل می�زنيم، علامت را بالاترين آن�ها بين
کردن اضافه با جديدی شکل و می�کنيم انتخاب را آن�ها از برخی حالت ۲۳ = ۸ حداکثر به رأس اين به منتهی ديگر يال�های

می�کنيم. رسم يال�ها اين
حداکثر چوبه n هر طرفی از است. قبلی مرحله�ی برابر ۸ حداکثر آن�ها تعداد و هستند هم�بند اشکال مرحله هر در پس

پس: می�شود. رسم مرحله n حداکثر از پس حتماً نتيجه در دارد، رأس n+ ۱
Sn ≤ ۱۶+ ۱۶× ۸+ ۱۶× ۸۲ + ...+ ۱۶× ۸n−۱ ≤ ۱۶× ۸n

.۱۶× ۸n ≤ (۸/۰۱)n < ۱۲n بعد: به جايی از و
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دواير! بين فـاصله�ی .۲ شماره سؤال
می�دانيم: ،ω۲ = C(O۲, R۲) و ω۱ = C(O۱, R۱) اگر می�دهيم. C(O,R)نشان با را R شعاع و O مرکز به دايره�ی

d(ω۱, ω۲)
۲
= O۱O۲

۲ − (R۱ −R۲)
۲

ω۲ و ω۱ که اين با است معادل موضوع اين باشد. نامنفی راست سمت عبارت اگر تنها و اگر است تعريف�شده d(ω۱, ω۲) و
باشند. داخلی مماس يا و نباشند متداخل

داريم: .ωi = C(Oi, Ri) و ω = C(O,R) دهيد قرار الف.
۱
n

n∑
i=۱

d(ω, ωi)
۲
=

۱
n

n∑
i=۱

OO۲
i +

۱
n

n∑
i=۱

(R−Ri)
۲

داريم: آن�گاه ,R۱بگيريم، . . . , Rn اعداد ميانگين را R̄ اگر
۱
n

n∑
i=۱

(R−Ri)
۲
= R۲ − ۲RR̄+

۱
n

n∑
i=۱

R۲
i = (R− R̄)

۲
+

۱
n

n∑
i=۱

(R̄−Ri)
۲

داشت: خواهيم بناميم، O۱, . . . , On نقـاط ثقـل مرکز را Ō اگر مشابه، طور به
۱
n

n∑
i=۱

OOi
۲ = OŌ۲ +

۱
n

n∑
i=۱

ŌO۲
i

بنابراين کنيم) استفـاده �Riها برای مشابه رابطه�ی از و بگيريم نظر در را نقـاط اين مختصات بايد رابطه اين اثبات (برای
۱
n

n∑
i=۱

d(ω, ωi)
۲
= OŌ۲ + (R− R̄)

۲
+

۱
n

n∑
i=۱

ŌO۲
i +

۱
n

n∑
i=۱

(R̄−Ri)
۲

می�کند. صدق مسأله خاصيت ,C(Ōدر R̄) دايره�ی پس
ω = C(O,R) اگر می�کنند. صدق فرضمسئله در که باشند دايره ω̄۲دو = C(P۲, r۲) و ω̄۱ = C(P۱, r۱) کنيد فرض حال

می�گيريم: نتيجه آن�گاه است، ω۲م̄تخارج و ω̄۱ و ω۱, . . . , ωn همه�ی با که بگيريم دايره�ای را

d(ω, ω̄۱)
۲ − d(ω, ω̄۲)

۲
= Constant

⇒ OP ۲
۱ −OP ۲

۲ + (R− r۱)
۲ − (R− r۲)

۲
= Constant

⇒ OP ۲
۱ −OP ۲

۲ − ۲R(r۱ − r۲) = Constant

است.) ثابت مقدار يک Constant از منظور (که
در و P۱ = P۲ بنابراين است. ثابت مقداری نيز OP ۲

۱ − OP ۲
۲ بنابراين .r۱ = r۲ می�گيريم Oنتيجه نگه�داشتن ثابت با

است. مسئله جواب تنها ω̄ = C(Ō, R̄) پس .ω̄۱ = ω̄۲ نتيجه

.O = (x, y) و Oi = (xi, ۰) کنيد فرض هم�چنين .ω = C(O,R) و ωi = C(Oi, Ri) دهيد قرار i = ۱, ۲ برای ب.
بنويسيم: می�توانيم

x۳ = x۱ + α(x۲ − x۱) = (۱− α)x۱ + αx۲

است، R۲ و R۱ با برابر به�ترتيب ω۲ و ω۱ خارجی مشترک مماس از O۲ و O۱ فـاصله�ی چون است. حقيقی عدد αيک که
اين به باشد، منفی مطلق قدر داخل (اگر |(۱− α)R۱ + αR۲| با است برابر خط اين از O۳ فـاصله�ی که می�گيريم نتيجه
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بنابراين: هستند). مذکور خط طرف دو در O۱ و O۳ که است معنی
R۳ = |(۱− α)R۱ + αR۲|

می�دانيم: αباشد. = ۱
۲ ،ω۳ به مربوط رابطه�ی در يعنی ω̄که = C

((
x۱+x۲

۲ , ۰
)
, R۱+R۲

۲
) با است برابر نيز ω۲ و ω۱ ثقـل مرکز

d(ω, ω۱) = d(ω, ω۲)

⇒ OO۲
۱ − (R−R۱)

۲
= OO۲

۲ − (R−R۲)
۲

⇒ OO۲
۱ −OO۲

۲ = R۲
۱ −R۲

۲ − ۲R(R۱ −R۲)

⇒ (x− x۱)
۲ − (x− x۲)

۲
= R۲

۱ −R۲
۲ − ۲R(R۱ −R۲)

⇒ ۲x(x۱ − x۲)− ۲R(R۱ −R۲) = x۲
۱ − x۲

۲ −R۲
۱ +R۲

۲

داريم: حال

d(ω, ω۳)
۲
= (x− x۳)

۲
+ y۲ − (R−R۳)

۲

= (x− ((۱− α)x۱ + αx۲))
۲
+ y۲ − (R− ((۱− α)R۱ + αR۲))

۲

= ((x− x۱) + α(x۱ − x۲))
۲
+ y۲ − ((R−R۱) + α(R۱ −R۲))

۲

ضريب است. α برحسب ۲ درجه چند�جمله�ای ,d(ωيک ω۳)
۲ بنابراين متغير. را α و بگيريد ثابت را ω۲ و ω۱ ،ω دايره�های

است. تعريف�شده d(ω۱, ω۲) زيرا است نامنفی مقدار اين که (x۱ − x۲)
۲− (R۱ −R۲)

با۲ است برابر چند�جمله�ای اين α۲در

با: است برابر α ضريب هم�چنين
۲(x۱ − x۲)(x− x۱)− ۲(R۱ −R۲)(R−R۱)

با: است برابر مقدار اين آورديم، به�دست R و x بين که رابطه�ای طبق
x۲
۱ −R۲

۱ − x۲
۲ +R۲

۲ − ۲x۱(x۱ − x۲) + ۲R۱(R۱ −R۲) = −(x۱ − x۲)
۲
+ (R۱ −R۲)

۲

داخل مماس ω۱, ω۲ (يعنی باشند صفر با برابر ضرايب اين که صورتی در هستند. يک�ديگر αقرينه�ی و α۲ ضريب بنابراين
و می�افتد αاتفـاق = ۱

۲ به�ازای d(ω, ω۳) مقدار کم�ترين صورت، اين غير در αاست. از مستقـل d(ω, ω۳) مقدار باشند)،
می�شود. ثابت حکم

(در است فـاصله يک به دايره سه اين از صفر شعاع با دايره�ای عنوان به ،ω۳ و ω۲ و ω۱ اصلی مرکز که کنيد توجه ابتدا ج.
می�زنيم: حدس پس باشد). آن�ها خارج که صورتی

C۲ و C۱ مستقيم تجانس مرکز آن�گاه باشد، فـاصله يک ω۲به و ω۱ دايره�ی دو C۲از و C۱ دايره�ی دو از يک هر اگر لم.
مساوی آن�ها شعاع (يعنی باشد نشده C۲تعريف و C۱ مستقيم تجانس مرکز که صورتی در است. ω۲ و ω۱ اصلی محور روی

است. ω۲ و ω۱ اصلی محور با موازی C۲ و C۱ خط�المرکزين باشد)،

آن�ها دوبه�دوی اصلی محور�های آن�گاه نباشند، ω۳هم�خط و ω۲ ،ω۱ مراکز که صورتی در باشد. درست لم کنيد فرض
که صورتی در می�کند. صدق مسئله شرايط ω۳در و ω۲ ،ω۱ اصلی مرکز فوق لم طبق حال نيستند. موازی و هم�رس�اند
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از دايره يک حداکثر آن�گاه باشند، متمايز اصلی محورهای اگر هستند. موازی اصلی محور�های باشند، هم�خط آن�ها مراکز
است. درست مقدم انتفـاء به حکم و است فـاصله يک به ωiها همه�ی

(x, ۰) نقطه�ی اگر .Pi = (ai, bi) و Oi = (xi, ۰) کنيد فرض .Ci = C(Pi, ri) و ωi = C(Oi, Ri) دهيد قرار اول. راه�
آن�گاه: ω۲باشد، و ω۱ اصلی محور روی

(x− x۱)
۲ −R۲

۱ = (x− x۲)
۲ −R۲

۲ ⇒ x =
x۲
۱ − x۲

۲ −R۲
۱ +R۲

۲
۲(x۱ − x۲)

آورديم: به�دست (ب) قسمت اثبات در cمی�ناميم. را فوق مقدار است. ω۲ و ω۱ اصلی محور معادله�ی رابطه، اين
۲ai(x۱ − x۲)− ۲ri(R۱ −R۲) = x۲

۱ −R۱
۲ − x۲

۲ +R۲
۲ ⇒ ai = ri

R۱ −R۲
x۱ − x۲

+ c

آن فـاصله�های نسبت به توجه با .S = (۱−α)P۱ +αP۲ بنويسيم می�توانيم پس P۱P۲است. روی C۲ و C۱ تجانس مرکز
با: است برابر S اول مؤلفه�ی بنابراين .(r۱ ̸= r۲ که صورتی (در S = r۲

r۲−r۱
P۱ − r۱

r۲−r۱
P۲ ديد: می�توان ،P۲ و P۱ از

r۲a۱ − r۱a۲
r۲ − r۱

=
۱

r۲ − r۱

[
r۲

(
r۱
R۱ −R۲
x۱ − x۲

+ c

)
− r۱

(
r۲
R۱ −R۲
x۱ − x۲

+ c

)]
= c

است. ω۲ و ω۱ اصلی محور روی S بنابراين
ω۲ و ω۱ اصلی محور موازی C۲ و C۱ خط�المرکزين پس .a۱ = a۲ داشت خواهيم فوق روابط طبق ،r۱ = r۲ که صورتی در

است.

X۱ ،B ،A شکل با مطابق را آن�ها تقـاطع�های و کنيد رسم ωjرا و Ci مشترک�های مماس از يکی ،j و i هر برای دوم. راه�
استدلال ديگر حالت�های در باشد. زير شکل به شبيه مسئله شکل که می�کنيم حل حالتی در تنها را مسئله X۲بناميد. و
باشد معتبر حالت�ها همه�ی در که حلی راه نوشتن شوند. انتخاب مناسبی طور به مشترک�ها مماس بايد (البته است مشابه
به ω۲ و ω۱ از C۱ که اين به توجه با است). خارج خواننده حوصله�ی از که دارد زيادی نمادگذاری�های و تعاريف به نياز
به است. ω۲ و ω۱ اصلی محور روی Aپس است. فـاصله يک به دايره دو اين از نيز A که می�گيريم نتيجه است، فـاصله يک
مماس دو و ω۱ بر X۱ از شده رسم مماس دو برابری به توجه با هم�چنين است. آن�ها اصلی محور روی Bنيز مشابه، طور
AX۱BX۲ چهارضلعی اضلاع امتداد بنابراين BX۱ + AX۱ = BX۲ + AX۲ می�آوريم: دست به ،ω۲ بر X۲ از شده رسم
و C مستقيم تجانس مرکز B و است C۱ و C مستقيم تجانس مرکز A حال مماس�اند. C مثل دايره يک بر شکل مطابق

می�شود. ثابت حکم و ABاست روی C۲ و C۱ مستقيم تجانس مرکز تجانس، مرکز سه قضيه�ی طبق پس .C۲
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خير. د.
باشيم: داشته بايد فرض طبق بناميد. dij را Oj و Oi فـاصله�ی ωiو = C(Oi, Ri) دهيد قرار

d۲ij − (Ri −Rj)
۲
= ۱

تغييری فوق روابط برابر، مقدار به شعاع�ها همه�ی کاهش يا افزايش با پس می�شود، ظاهر روابط اين در �Riها تفـاضل چون
است. ω۲ و ω۱ اصلی محور روی O۴ .R۱ ≥ R۲ ≥ R۳ کنيد فرض هم�چنين .R۴ = ۰ کنيم فرض می�توانيم پس نمی�کنند.

داريم: زير شکل مطابق

a۲ + x۲ −R۲
۱ = ۱

a۲ + y۲ −R۲
۲ = ۱

(x+ y)
۲ − (R۱ −R۲)

۲
= ۱

می�آوريم: به�دست سوم رابطه�ی از اول رابطه�ی دو کردن کم با
۲xy + ۲R۱R۲ + ۲− ۲a۲ = ۱⇒ a =

√
۱
۲ + xy +R۱R۲
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داريم: اول رابطه�ی دو تفـاضل با طرفی x۲از − y۲ = R۲
۱ −R۲

۲

x+ y = d۱۲
⇒ x− y =

R۲
۱ −R۲

۲
d۱۲

⇒ {x, y} = d۱۲
۲ ±

R۲
۱ −R۲

۲
۲d۱۲

⇒ xy =
d۲۱۲
۴ − (

R۲
۱ −R۲

۲
d۱۲

)
۲

بنابراين:

a =

√
۱
۲ +

d۲۱۲
۴ −

(R۲
۱ −R۲

۲)
۲

۴d۲۱۲
+R۱R۲

می�آوريم: R۳به�دست اندازه�ی به شعاع سه هر کردن کوچک با مشابه، طور به می�کنيم. بررسی ,ω۱را ω۲, ω۳ وضعيت حال

b =

√
۱
۲ +

d۲۱۲
۴ −

((R۱ −R۳)
۲ − (R۲ −R۳)

۲
)
۲

۴d۲۱۲
+ (R۱ −R۳)(R۲ −R۳)

می�گيريم: نظر در حالت دو

داريم: صورت اين در باشند. O۱O۲ خط طرف دو O۴ و O۳ کنيد فرض اول. حالت •
O۳O

۲
۴ −R۲

۳ = ۱⇒ ۱+R۲
۳ = O۳O

۲
۴ ≥ (a+ b)

۲ ≥ a۲ + b۲

داريم: اما
a۲ >

۱
۲ +R۱R۲

b۲ >
۱
۲ + (R۱ −R۳)(R۲ −R۳)

بنابراين:
R۲

۳ > R۱R۲ + (R۱ −R۳)(R۲ −R۳)⇒ (R۱ +R۲)R۳ > ۲R۱R۲

است. متناقض R۱ ≥ R۲ ≥ R۳ با اين اما
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صورت: اين در هستند. O۱O۲ خط طرف يک O۴ و O۳ دوم. حالت •

۱+R۲
۳ = (a− b)

۲
+ (x− z)

۲
= (a۲ + x۲) + (b۲ + z۲)− ۲ab− ۲xz

= ۱+R۲
۱ + ۱+ (R۱ −R۳)

۲ − ۲ab− ۲xz

⇒ ۰ = ۱+ ۲R۲
۱ − ۲R۱R۳ − ۲ab− ۲xz

⇒ ۴ab+ ۴xz = ۲+ ۴R۱(R۱ −R۳)

می�آوريم: d۲۱۲به�دست = ۱+ (R۱ −R۲)
۲ دادن قرار با طرفی از

a =

√
۱
۲ +

d۲۱۲
۴ −

(R۲
۱ −R۲

۲)
۲

۴d۲۱۲
+R۱R۲ =

√
۳
۴ +

(R۱ +R۲)
۲

۴ − (R۱ −R۲)
۲
(R۱ +R۲)

۲

۴(۱+ (R۱ −R۲)
۲
)

مشابه: طور به و

b =

√
۳
۴ +

(R۱ +R۲ − ۲R۳)
۲

۴ − (R۱ −R۲)
۲
(R۱ +R۲ − ۲R۳)

۲

۴(۱+ (R۱ −R۲)
۲
)

دهيم: قرار اگر پس

t := R۱ −R۲

s := R۱ +R۲ − ۲R۳

r := R۱ +R۲

آن�گاه:

a =

√
۳
۴ +

r۲

۴ −
r۲t۲

۴(۱+ t۲)
=

√
۳
۴ +

r۲

۴(۱+ t۲)

b =

√
۳
۴ +

s۲

۴(۱+ t۲)

هم�چنين:
xz = (

d۱۲
۲ +

R۲
۱ −R۲

۲
۲d۱۲

)(
d۱۲
۲ +

(R۱ −R۳)
۲ − (R۲ −R۳)

۲

۲d۱۲
) =

۱+ t۲

۴ +
rt

۴ +
st

۴ +
rst۲

۴(۱+ t۲)

داريم: حال

۴ab+ ۴xz = ۲+ ۴R۱(R۱ −R۳)

⇒

√(
۳+ r۲

۱+ t۲

)(
۳+ s۲

۱+ t۲

)
+ ۱+ t۲ + rt+ st+

rst۲

۱+ t۲
= ۲+ (r + t)(s+ t)

می�آوريم: به�دست کردن ساده +۱و t۲ در ضرب √با
(۳+ ۳t۲ + r۲) (۳+ ۳t۲ + s۲) = ۱+ t۲ + rs

است. تناقض در کوشی-شوارتز نامساوی با اين اما
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توابع! توليد .۳ شماره سؤال
می�دهيم. fkنمايش با را f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

k

اختصار به

دهيد: قرار الف.

f(x) =



۲ x = ۱
۳ x = ۲
۱ x = ۳
x x /∈ {۱, ۲, ۳}

g(x) =



۳ x = ۱
۱ x = ۲
۲ x = ۳
x x /∈ {۱, ۲, ۳}

.f ۲ (x) = g (x) , g۲ (x) = f (x) می�شود ديده سادگی به

که موجودند n و mطبيعی اعداد پس .f → g, g → f که است موجود g مثل تابع يک حداقـل کنيد فرض ب.
که می�کند توليد را مختلف −mnتابع ۱ حداکثر f پس .fmn (x) = f (x) نتيجه در .fm (x) = g (x) , gn (x) = f (x)

است. متناهی تعداد اين

کنيد: فرض دارد. وجود تابعی چنين ج.

g (x) =

 x+ ۱ x ∈ Z

x x /∈ Z

به دارد وجود k > ۱ طبيعی عدد و f حقيقی تابع کنيد فرض نمی�کند. توليد gرا تابعی هيچ می�کنيم ثابت خلف برهان با
z+۱ = g (z) = fk (z) = f (z) پس f (f (z)) = f (z) آن�گاه f (z) /∈ Z اگر z ∈ Z هر برای .fk (x) = g (x) که طوری

داريم: z ∈ Z هر برای حال است. صحيح عددی صحيح، عدد هر f پس است. تناقض در f (z) نبودن صحيح با که
f (z) + ۱ = g (f (z)) = fk+۱ (z) = f (g (z)) = f (z + ۱) .

در ولی f (z) = z + t ،z صحيح عدد هر برای که دارد وجود t يعنی است، انتقـال تابع صحيح اعداد روی f تابع بنابراين
کند. توليد را g تابع که ندارد وجود f پس است. k > ۱ با تناقض در که .z + ۱ = g (z) = fk (z) = z + kt صورت اين

۳n = ۵m بنابراين .x۳n = fmn (x) = x۵m صورت اين در .fm (x) = x۳, fn (x) = x۵ که m,nموجودند فرضکنيد د.
است. تناقض که

می�کنيم: ثابت را حکم زير لم از استفـاده با ه�.
آن�گاه باشند خطی faچندجمله�ای�های (x) , f b (x) که باشند موجود a > b طبيعی اعداد f حقيقی تابع برای اگر لم.

است. خطی هم fa−b (x)

می�دهيم a۱xقرار + a۰ = fa−b (b۱x+ b۰) نتيجه در .fa (x) = a۱x + a۰, f b (x) = b۱x + b۰ کنيد فرض اثبات.
هم fa−b (y) پس بگيرد خود به می�تواند را مقـادير yهمه�ی چون و fa−b (y) = a۱

b۱
y+

(
a۰ − a۱b۰

b۱

)
پس .y = b۱x+ b۰

است. خطی تابعی

تقسيم الگوريتم به توجه با و بالا لم طبق آن�گاه .(m,n) = d و fm (x) = P (x) , fn (x) = Q (x) کنيد فرض حال
می�کند. توليد Pرا (x) , Q (x) وضوح به که است خطی تابعی هم fd (x)
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تپل! چندضلعی .۴ شماره سؤال
C۱ طولِ فرض، بنابر C۲بناميد. را بزرگ�تر کمان C۱و را y و x بين کوچک�تر کمان باشد. بيشينه کنيدxyوتر فرض الف.
به نيم�دايره�ی دهيم نشان می�خواهيم می�دهيم. ,d(aنشان b) با را محيط روی نقطه دو فـاصله�ی است. p۴ از کوچک�تر

دارد. قرار چندضلعی درون است، C۲ طرف در که xy قطر

دارد. اشتراک y و x در تنها xy پاره�خط C۲با .۱ لم

کمان هستند. داخلی وترهايی yz و xz وضوح به باشد. y و x بين و xy پاره�خط C۲روی از نقطه�ای z کنيد فرض اثبات.
مشابهاً دارد. xyتناقض بودن بيشينه با اين و d(x, z) > d(x, y)صورت آن در زيرا بگذرد y از نمی�تواند z و x بين کوتاه�تر
حالی�که در می�کنند افراز را چندضلعی yzمحيط و xz ،xy کمان�های پس xبگذرد. از نمی�تواند zنيز و y بين کوتاه�تر کمان
اشتراک yو x در تنها xy پاره�خط C۲با که می�دهد نشان تناقض اين p۴است. حداکثر کدام هر طول بودن، تپل فرضِ بنابر

دارد.

.y برای مشابهاً دارد. قرار نيم�دايره از خارج ،C۲ با x به متصل ضلع اشتراک .۲ لم

ضلعی همان روی و x به نزديک بسيار و C۲ روی و نيم�دايره درون نقطه�ای zرا نباشد. طور اين کنيد فرض اثبات. اثبات.
است). امکان�پذير کار اين ۱ لم به توجه (با کند قطع سرش دو در تنها را yzچندضلعی که طوری به بگيريد دارد قرار x که
yxz کمان پس شد انتخاب xبه نزديک بسيار z چون و نيست بيش�تر p

۴ از طولش y و x بين کوچک�تر کمان چون اکنون
دارد. تناقض xy بودن بيشينه با اين و است zو y بين کوچک�تر کمان

.(y و x در جز (به ندارد تقـاطعی نيم�دايره C۲با .۳ لم

را فـاصله کم�ترين خاصيت اين با نقـاط بين در و دارد قرار نيم�دايره درون که بگيريد نظر C۲در روی نقطه�ای zرا اثبات.
هستند. داخلی وترهای yz و xz می�کنيم ادعا xyدارد). از مثبتی فـاصله�ی نقطه اين ،۲ و ۱ لم (بنابر xyدارد پاره�خط با
تناقض z انتخاب نحوه�ی با اين که می�گيرد xyzقرار مثلث درون z′ مانند چندضلعی از نقطه�ای صورت اين غير در چون

دارد.

زيرا بگذرد y از نمی�تواند z و x بين کوتاه�تر کمان است. ۱ لم مشابه اثبات ادامه�ی هستند. داخلی yzوترهای و xz پس
از نمی�تواند zنيز و y بين کوتاه�تر کمان مشابهاً دارد. xyتناقض بودن بيشينه با اين و d(x, z) > d(x, y) صورت آن در
کدام هر طول بودن، تپل فرضِ بنابر حالی�که در می�کنند افراز را چندضلعی yzمحيط و xz ،xy کمان�های پس xبگذرد.

است. p
۴ حداکثر

چندضلعی صورت اين غير در چون نمی�کند قطع را آن C۱نيز پس نمی�کند. قطع را C۲نيم�دايره ،۳ لم به توجه با اکنون
دارد. قرار چندضلعی درون کاملاً نيم�دايره پس می�کند. قطع را خودش
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بناميد. C۲ را بزرگ�تر کمان C۱و را y و x بين کوچک�تر کمان قبل قسمت مشابه باشد. بيشينه کنيدxyوتر فرض ب.
است. p

۴ از کوچک�تر C۱ طولِ فرض، بنابر
ناحيه�ی را نيم�دايره دو اين اشتراک می�کنيم. رسم دارد C۲قرار که xy از طرفی در و ۱ شعاع به نيم�دايره�هايی y و x مرکز به

دارد. قرار چندضلعی درون S ناحيه�ی دهيم نشان می�خواهيم Sمی�ناميم.

دارد. اشتراک yو x در تنها xy پاره�خط C۲با .۱ لم

(الف). قسمت مشابه اثبات.

.y برای مشابهاً دارد. Sقرار ناحيه�ی از خارج ،C۲ با x به متصل ضلع اشتراک .۲ لم

قرار x که ضلعی همان روی و x به نزديک بسيار و C۲ روی و S درون نقطه�ای zرا نباشد. طور اين کنيد فرض اثبات.
اکنون است). امکان�پذير کار اين ۱ لم به توجه (با کند قطع سرش دو در تنها را yzچندضلعی که طوری به بگيريد دارد
کمان yxz کمان پس شد انتخاب xبه نزديک بسيار z چون و نيست بيش�تر p

۴ از طولش y و x بين کوچک�تر کمان چون
دارد. تناقض xy بودن بيشينه با اين و است zو y بين کوچک�تر

.(y و x در جز (به ندارد تقـاطعی S ناحيه�ی C۲با .۳ لم

را فـاصله کم�ترين خاصيت اين با نقـاط بين در و دارد Sقرار ناحيه�ی درون که بگيريد نظر C۲در روی نقطه�ای zرا اثبات.
هستند. داخلی وترهای yz و xz می�کنيم ادعا xyدارد). از مثبتی فـاصله�ی نقطه اين ،۲ و ۱ لم (بنابر xyدارد پاره�خط با
تناقض z انتخاب نحوه�ی با اين که می�گيرد xyzقرار مثلث درون z′ مانند چندضلعی از نقطه�ای صورت اين غير در چون

دارد.

تپل فرضِ بنابر پس است ۱ مساوی کم�تر آن�ها طول پس دارد Sقرار درون z چون و هستند داخلی وترهای yz و xz پس
x بين کوتاه�تر کمان است. ۱ لم مشابه هم اثبات ادامه�ی p                        ۴است. مساوی کم�تر محيط روی آن�ها سر دو فـاصله�ی بودن،
کوتاه�تر کمان مشابهاً دارد. xyتناقض بودن بيشينه با اين و d(x, z) > d(x, y) صورت آن در زيرا بگذرد y از نمی�تواند z و
آن�ها طول حالی�که در می�کنند افراز را چندضلعی yzمحيط و xz ،xy کمان�های پس xبگذرد. از نمی�تواند zنيز و y بين
غير در چون نمی�کند قطع را آن C۱نيز پس نمی�کند. قطع Sرا ناحيه�ی C۲ ،۳ لم به توجه با اکنون است. p

۴ مساوی کم�تر
می�توان راحتی به اکنون دارد. قرار چندضلعی درون Sکاملاً ناحيه�ی پس می�کند. قطع را خودش چندضلعی صورت اين

می�گيرد. Sجای ناحيه�ی ۱درون
۴ شعاع به دايره يک که ديد

به را آن می�توان دوم گزاره بنابر داد. جای آن در ۱
۴ شعاع به دايره�ای نمی�توان که داريم تپلی چندضلعی کنيد ج.فرض

باشد. واحد حداکثر مثلث�ها همه�ی اضلاع طول که نحوی به کرد مثلث�بندی داخلی وترهای وسيله�ی
جزء .xy مثلاً بگيريد نظر در دارد را سرش دو بين محيط روی فـاصله�ی بيش�ترين که را يکی داخلی وتر�های بين در اکنون
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است: ممکن حالت دو می�ناميم. C را y و x بين چندضلعی محيط بزرگ�تر

باشد. چندضلعی از ديگر رأسی شامل C اول. حالت •
کوتاه�تر کمان اکنون است. مثلث�بندی مثلث�های از يکی xyz که دارد وجود Cروی z مانند رأسی حتماً حالت اين در
مشابهاً تناقضدارد. xy انتخاب نحوه�ی با اين و d(x, z) > d(x, y)صورت آن در زيرا بگذرد y از نمی�تواند z و xبين
در می�کنند افراز را چندضلعی محيط yz و xz ،xy کمان�های پس بگذرد. x از نمی�تواند نيز z و y بين کوتاه�تر کمان

است. p
۴ مساوی کم�تر آن�ها از هريک طول بودن، تپل فرض بنابر حالی�که

نباشد. چندضلعی از ديگری رأس هيچ شامل C دوم. حالت •
با اين که باشد y و x بين محيط بزگ�تر جزء ضلع اين حال، عين در و باشد چندضلعی ضلع بايد xy حالت اين در

است. تناقض در مثلث نابرابری

است. اول گزاره�ی برای نقض مثال يک زير شکل باشد کوچک کافی اندازه�ی به ϵ اگر د.
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رفته! دست از اعداد جست�وجوی در .۵ شماره سؤال
نتيجه در و مثبت نيز اوليه اعداد پس مثبتند زير�جمع�ها چون می�گيريم. نظر در را عدد کوچک�ترين زيرجمع�ها بين در الف.

بگيريد. a۱ ≤ · · · ≤ an را اوليه اعداد است. اوليه اعداد ميان عدد کوچک�ترين همان زيرجمع کوچک�ترين
زيرجمع�ها از بودند. شده مشخص يک�تا صورت به a۱, . . . , ai کنيد فرض حال . آورديم دست به را a۱ ما اين�جا تا پس

باشد. ai+۱بايد عدد کوچک�ترين باقی�مانده�ها ميان در می�کنيم. حذف می�شوند، ساخته عدد i اين با که را آن�هايی

جبری) ساختاری، (اثبات اول راه ب.
بر عبارت تقسيم با (۱+ xa۱) · · · (۱+ xan) = xs۱ + · · ·+ xs۲n . a۱ ≤ · · · ≤ ak < ۰ ≤ ak+۱ ≤ · · · ≤ an کنيد فرض

داريم: xs۱(
۱+ x−a۱

)
· · ·

(
۱+ x−ak

)
(۱+ xak+۱) · · · (۱+ xan) = xs۱−s۱ + · · ·+ xs۲n−s۱

را .xs۱ بخواهيم اگر که کنيم ثابت بايد اکنون می�آيند. دست به |ai|�ها مقـادير (الف)) (قسمت مثبت حالت به توجه با که
انجام کار اين طريق دو به که کنيد فرض شود. پخش پرانتز�ها بين می�شود يک�تا طريق يک به کنيم ضرب طرف دو در
|ai|�ها از زير�جمع ۲ که است اين معادل اين پس کنند. تفـاوت نبايد قدر�مطلق�ها شدن پخش اين در کنيد توجه پذيرد.

يعنی: بود. خواهد −s۱ ai۱∣∣برابر |+ · · ·+| ail |=| ail+۱ |+ · · ·+| aik
∣∣

ظاهر منفی صورت به اوليه اعداد ز |ai۱ |, . . . , | ail حالت| يک در صورت اين در اما کرديم) حذف را مشترک (انديس�های
است. تناقض اين و می�شود صفر آن�ها مجموع پس مثبت، صورت به ∣∣ail+۱ |, . . . , | aik

∣∣ و شده
می�آيند. دست به يک�تا اوليه�مان اعداد درنتيجه و کنيم پخش پرانتزها در می�توانيم يک�تا صورت به پس

خوش�تعريف نتيجه در و هستند مثبت حقيقی اعداد به مثبت حقيقی اعداد از تابع يک ما عبارت�های که کنيد توجه نکته.
هستند!

ترکيببياتی) وجودی، (اثبات دوم. راه
قدر کوچک�ترين دو اين تفـاضل که است واضح بگيريد. نظر در را بزرگی) نظر (از آن قبلی عدد و عدد بزرگ�ترين ابتدا
و بگيريد S را تهی) مجموعه�ی (زيرجمع صفر هم�راه به زيرجمع�ها مجموعه�ی بود. خواهد اوليه�مان اعداد ميان در مطلق

بناميد. d را مطلق قدر کوچک�ترين
برابرند. A,B خود آن�گاه A∪

(A+ d) = B
∪

(B + d) = S اگر لم.

Aدر بايد x− d ان�گاه باشد آمده A+ d در اگر که چرا آمده، Aدر xکه می�دانيم بناميد x را S در عدد کوچک�ترين اثبات.
Bدر xمشابه طريق به است. تناقض اين و است کم�تر عدد اين d > ۰ چون ولی باشد آمده بايد Sدر درنتيجه و باشد آمده
می�کنيم تکرار را روند همين و کرده حذف S از را x, x+ d حال است. آمده B + d و A+ d در x+ d درنتيجه و آمده نيز

.A = B پس هستند مساوی هم با دو دوبه A,B اعضای که می�شود نتيجه

که (A (مانند يافت می�توان را زيرجمع�ها از يک�تا مجموعه�ای زير که می�کنيم ثابت می�گرديم. باز سوال اثبات به حال
n − يک�تای۱ مجموعه�ی يک زيرجمع�های مجموعه�ی A مجموعه�ی استقرا بنابر صورت اين در .S = A

∪
(A+ d)
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می�شود. حل مسئله و بود خواهد عضوی
مجموعه�ی باشد. اوليه اعداد مجموعه dعضو ديگر حالتی در و باشد اوليه اعداد مجموعه عضو d حالتی در کنيد فرض حال
S = A

∪
(A+ d) = پس می�ناميم. B دوم حالت در و A اول حالت در را ديگر عدد n − ۱ زيرجمع�های همه�ی

تعدادی مجموع پس باشد. B عضو بايد d پس است A عضو صفر .A = B − d داريم لم بر بنا نتيجه در .B∪
(B − d)

نشان حاصل تناقض می�شود. ظاهر صفر مجموع کنيم اضافه آن�ها به هم dرا اگر که است شده d دوم حالت در اعداد از
است. يک�تا نظر مورد مجموعه�ی که می�دهد

کافی است. برابر {−۱,−۲, ۳} زيرمجموعه�های همه�ی مجموع�های ,۱}با ۲,−۳} زيرمجموعه�های همه�ی ج.مجموع�های
کنيم. اضافه مجموعه دو هر به صفر تا ۱۳۸۹ است
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آب�دوغ�خيار! سياره�ی جهان�گردان .۶ شماره سؤال
است. سوال حل کليد که می�کنيم توجه زير زيبای لم به ابتدا

قسمت يک در که بگيريد نظر در را δ, σ هم�جهت دور دو لم.
قسمت�های حذف با و دور دو اين اجتماع را ϕ دور باشند، مشترک
پس جهان�گرد δ, σ مسير�های در اگر حال می�گيريم. نظر در مشترک
مسير پيمودن از پس شود، برابر κσ, κδ سرمايه�اش دور يک اتمام از
κϕ = داريم: واقع در شد. خواهد برابر κσ × κδ سرمايه�اش ،ϕ

.κσκδ

ϕ مسير در که δ, σ از يال�هايی و است. آمده δ, σ مسير�های از يکی دقيقـاً در ϕ مسير يال هر که کنيد توجه اثبات. اثبات.
خنثی را يک�ديگر κσ × κδ در مشترک يال�های پس است. متفـاوت جهتشان و بوده ميسر دور اين دوی هر در نيامده�اند

باشد. برقرار κϕ = κσκδ رابطه�ی که می�شوند موجب ديگر يال�های و می�کنند

به را ۱۳۹۲وجهی کل نقطه�ای تصوير با و گرفته نظر در را آن دل�خواه رأس يک بگيريد. نظر در را ۱۳۹۲وجهی يک حال
و رفته بی�نهايت چندضلعی مانند نواحی به نظر مورد رأس مجاور وجوه که کنيد توجه می�دهيم. انتقـال صفحه يک روی

ماند. خواهند چندضلعی ، آن روی بسته خط�شکسته��های هر و وجهی ۱۳۹۲ وجوه ديگر

رأس به مثال برای می�دهيم. نسبت پادساعت�گرد و ساعت�گرد جهت در را رأس آن به متصل يال�های ضرب رأس هر به
دور ساعت�گرد و نزديک دور يک دقيقـاً اگر پس می�دهيم. نسبت را ۱

۶ پادساعت�گرد مقدار و ۶ ساعت�گرد مقدار زير، شکل
می�شود. برابر ۶ سرمايه�يمان بزنيم، رأس اين

هر که می�کنيم توجه ابتدا اثبات برای دارد. بستگی مسير آن درون رئوس مقـادير به تنها مسير هر κ که می�کنيم ادعا حال
می�توان آن امتداد و پاره�خط هر گرفتن نظر در با است. يک برابر κ دارای باشد، نداشته رأسی هيچ خود درون که مسيری
قطع طرف دو از برابر اندازه�ی به را پاره�خط ندارد، رأسی خود درون که مسيری هر که کرد ثابت را نکته اين سادگی به

می�کند.
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هر از را مسير اين می�توان κداشته�باشيم، نهايی ضريب با دل�خواه مسيری اگر که کنيد توجه نکته اين به دوم لم عنوان به
اصلی مسير با مشترکی يال و می�گذرد نظر مورد کشور از که بسته مسيری کافی�است اثبات برای کرد شروع دل�خواه کشور
داد. خواهد ما به κضريب با مناسب مسير کار اين اول لم طبق کنيم. اضافه اصلی مسير به را درونشنيست رأسی هيچ و دارد

اين رئوس دور بگيريد. نظر در را ساعت�گرد مسير يک کرد. کامل را قسمت اين اثبات می�توان نکته اين از استفـاده با اکنون
توجه اکنون می�پوشانيم. رأس از خالی دور�های با نيز را مسير باقی می�کنيم. رسم رأس به نزديک و مجزا دور�هايی مسير
ساعت�گرد مقدار برابر آن به نزديک� و رأس يک شامل κدور�های و است واحد برابر رأس از خالی دور�های κاين که کنيد
ضرب برابر اصلی مسير κ که کرد ادعا می�توان استقرا از استفـاده و سوال ابتدای کليدی لم به توجه با است. رأس اين

است. مسير درون ساعت�گرد مقـادير

مقدار تعدادی حاصل�ضرب برابر است، پادساعت�گرد يا ساعت�گرد که اين به توجه با بگيريم نظر در که را مسير κهر پس
پادساعت�گرد يا و ساعت�گرد مسير دو حداکثر رئوس از زيرمجموعه هر برای پس است. رئوس پادساعت�گرد يا ساعت�گرد
ما به κ يک حداکثر مسير اين پس است يک κ دارای رأس از خالی مسير که اين به توجه با داريم. رئوس اين شامل

است. صفحه در رئوس تعداد v که داشت توليد متمايز κ تا ۲v − ۱ می�توان حداکثر کل در پس می�دهد.
دارد. وجود متمايز درونی رئوس با مسير تعداد اين که می�کنيم ثابت حال

دارد. وجود مسير� κ = برای که کند توجه ابتدا
پادساعت�گرد) يا (ساعت�گرد جهت�گذاری هر و رئوسصفحه از ناتهی زيرمجوعه�ی هر برای که می�دهيم نشان کار ادامه برای
باشند دور درون است قرار که رئوسی دور کار اين برای کرد. پيدا دل�خواه جهت با و رئوس اين شامل مسيری می�توان

آيد. دست به مناسب مسير تا می�کنيم تلفيق هم با شکل مانند را دور�ها اين و کرده رسم کوچکی دور�های

متمايز κدارای متمايز، درون رئوس با مسير دو هر که کرد گذاری عدد طوری را مرز�ها می�توان دهيم نشان است کافی حال
برابر �κی متمايز، درونی رئوس با مسير دو کنيد فرض می�دهيم. قرار متمايز اول اعداد مرز�ها روی کار اين برای باشند.
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آن�ها مقدار ضرب که يافت رأس تعدادی می�توان اول لم از استفـاده با باشند، داشته� برابر جهت دور دو هر اگر �باشند. داشته
و ساعت�گرد يکی هم اگر کرد. رد را اين می�توان سادگی به که باشد يک برابر پادساعت�گرد) تعدادی و ساعت�گرد (تعدادی
نيستند تهی کدام هيچ که اين به توجه با و يک�ديگرند مکمل مسير دو اين که کرد ادعا می�توان باشد، پادساعت�گرد ديگری

می�دهد. ما به متمايزی �κی متمايز جهت و متمايز رأس�های انتخاب همواره پس رسيد. تناقض به می�توان سادگی به
برای پس بود. خواهد ۲v − ۱ برابر متمايز �κهای تعداد حداکثر که کرد ادعا می�توان شد گفته چه آن به توجه با پس
(هر چندضلعی�ها زوايای محاسبه�ی بار دو با که شوند ماکزيمم صفحه در رئوس تعداد است کافی تعداد اين شدن ماکزيمم
که می�رسيم نتيجه اين به درجه) ۱۸۰ حداقـل زاويه�ی نامتناهی) و (متناهی چندضلعی هر و دارد درجه ۳۶۰ زاويه�ی رأس
تنها تساوی حالت که می�رسيم نتيجه اين به اثبات حين در ۲است. × ۱۳۹۲ − ۵ برابر حداکثر صفحه روی رئوس تعداد
در رأس تعداد اين کرد. خواهد کمک تساوی حالت ساخت در را ما اين و باشند ۳ درجه رئوس تمام که می�دهد رخ وقتی

باشيم. داشته رأس ۲× ۱۳۹۲− ۴ فضا در که می�آيد دست به وقتی صفحه
و ۱۳۹۰ضلعی آن قـاعده�ی دو که بگيريد نظر در منشور يک است کافی دهد. رخ دارد امکان حالت اين کنيد توجه حال

دارد. رأس ۲× ۱۳۹۲− ۴ و دارد وجه ۱۳۹۰ است، محدب چندوجهی اين باشند. مستطيل�هايی آن جانبی وجوه
داريم. هم مثال آن برای و است ۲v − ۱ برابر سوال توسط شده خواسته بيشينه�ی پس
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جالب! معادلات جالب خواص .۷ شماره سؤال
برای بنابراين باشد. x اولشان مؤلفه�ی که Sهستند عضو متناهی تعدادی حداکثر ثابت، x هر برای که کنيد دقت الف.
مؤلفه�ی برای مشابهاً باشد. Rکم�تر از آن�ها اول مؤلفه�ی که Sهستند اعضای از متناهی تعداد حداکثر ،R مثبت عدد هر

است. برقرار گزاره اين هم دوم
از (منظور می�کند Sصدق از نقطه بی�نهايت در که باشد درجه کم�ترين با جالب P۰(x)معادله�ای = Q۰(y) کنيد فرض
نقـاطی مجموعه است). متغيره دو چندجمله�ای يک عنوان Pبه (x)−Q(y) درجه�ی ،P (x) = Q(y) معادله�ی درجه�ی
می�کند. Sصدق در که کنيد فرض دل�خواهی معادله�ی Pرا (x) = Q(y) بناميد. S′ را می�کند صدق آن در معادله اين که

داريم: می�کنيم، چندجمله�ای Q۰تقسيمِ بر را Q و P۰ بر را P اکنون

P (x) = A(x)P۰(x) +B(x)

Q(y) = C(y)Q۰(y) +D(y)

صحيح عدد .degD < degQ۰ و degB < degP۰ و هستند گويا ضرايب با چندجمله�ای�هايی D و C ،B ،A که طوری به
داريم: بنابراين شوند. صحيح ضرايب همه�ی می�شود ضرب چندجمله�ای�ها اين در وقتی که بگيريد طوری Nرا

NP (x) = A′(x)P۰(x) +B′(x)

NQ(y) = C ′(y)Q۰(y) +D′(y)
(∗)

هستند. صحيح ضرايب با چندجمله�ای�هايی D′ و C ′، B′،A′ که طوری به
مانند صحيح عددی برابر P۰(x) = Q۰(y) و a مانند صحيح عددی برابر P (x۰) = Q(y۰) که می�دانيم ،(x۰, y۰) ∈ S′ اگر

می�آوريم: دست به کنيم، کم هم از (∗)را معادله�ی دو اگر اکنون bاست.

(
A′(x۰)− C ′(y۰)

)
b = B′(x۰)−D′(y۰) (∗∗)

آن�گاه: ،|x| , |y| > R اگر که دارد مثبتRوجود عدد بنابراين .degD′ < degQ۰ و degB′ < degP۰ که می�دانيم طرفی از

|B′(x)| < |P۰(x)|
۲ , |D′(y)| < |Q۰(y)|

۲
بايد که می�شود معادله�ی(∗∗)نتيجه از که حالی |B′(x)−D′(y)|در < b مثلث، نابرابری بنابر |x۰|, |y۰| > R اگر نتيجه در
B′(x) = D′(y) از جوابی (x۰, y۰) يعنی ،A′(x۰)−C ′(y۰) = ۰ نتيجه در و B′(x۰)−D′(y۰) = پس۰ باشد، بخش�پذير b بر
پس .|x| , |y| > R داريم اعضا بقيه�ی برای عضو متناهی جز به داديم، ابتدا در که توضيحی بنابر طرفی از هست. نيز
است. کم�تر P۰(x) = Q۰(y) معادله�ی از درجه�اش حال عين در و Sدارد در جواب بی�نهايت B′(x)نيز = D′(y) معادله�ی

.B′(x) = D′(y) = c يعنی باشند، برابر) (و ثابت D′و B′ که است اين ممکن حالت تنها اين بنابر

معادله�ی يک A′(x)هنوز = C ′(y) معادله�ی اگر حال .A′(x) = NP (x)−c
P۰(x)

, C ′(y) = NQ(y)−c
Q۰(y)

داريم بنابراين
که می�شود نتيجه کار اين ادامه�ی با می�کنيم. تکرار را بالا استدلال و کرده Q۰تقسيم بر را C ′ و P۰ بر را A′ باشد، جالب
P (x) = Q(y)معادله�ی يعنی .Q(y) = F (Q۰(y)) و P (x) = F (P۰(x)) که دارد وجود گويا ضرايب با F (x)چند�جمله�ای

می�شود. P۰(x)نتيجه = Q۰(y) از
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می�کنيم. استفـاده حکم اثبات برای زير لم از ب.

R(x) و T (x) چندجمله�ای�های و N صحيح عدد دارند وجود آن�گاه ،d| degP = dm و باشد تکين P (x) ∈ Z[x] اگر لم.
T (x)

d ≤ NP (x) < بزرگ، کافی اندازه�ی به x برای و ،NP (x) = (T (x))
d
+ R(x) که: طوری به صحيح ضرايب با

(T (x) + ۱)d

کار اين برای باشد. (m − ۱)d از کم�تر درجه�ی از P (x) − T۱(x)
d که ميابيم طوری را T۱(x) چندجمله�ای ابتدا اثبات.

کنيد: فرض
P (x) = xmd + amd−۱x

md−۱ + · · ·+ a۰

که: بيابيم طوری را b۰, . . . , bm−۱ ضرايب است کافی T۱(x) = xm + bm−۱xm−۱ + · · ·+ b۰ دهيد قرار و
(xm + bm−۱x

m−۱ + · · ·+ b۰)
d
= xmd + amd−۱x

md−۱ + · · ·+ amd−dx
md−d + cmd−d−۱x

md−d−۱ + · · ·

آورد. دست به را T۱ و کرد تعيين بازگشتی طور به می�توان را ضرايب

بنابراين کرد. صحيح را ضرايب همه�ی n صحيح عدد کردن ضرب با می�توان سپس می�شوند. گويا اعدادی T۱ ضرايب
S۲ پيشروی ضريب اگر حال .degS۲ < (m− ۱)d و N = nd آن در که NP (x)− T۲(x)

d
= S۲(x) و T۲(x) = nT۱(x)

.S(x) = NP (x)− T (x)و T (x) = T۲(x)− می�دهيم:۱ قرار بود منفی اگر و است حل مسأله بود، مثبت
و N صحيح عدد بالا، لم بنابر .d|(degP, degQ) کنيد فرض می�کنيم. خلف فرض می�گرديم. باز اصلی مسأله به اکنون

که: طوری به دارند وجود صحيح ضرايب با V و U ، R ، T چندجمله�ای�های
NP (x) = (T (x))

d
+R(x) , NQ(y) = (U(y))

d
+ V (y)

بزرگ، کافی اندازه�ی به y و x برای و
T (x)

d ≤ NP (x) < (T (x) + ۱)d, U(y)
d ≤ NQ(y) < (U(y) + ۱)d

بی�نهايت جالب، معادله�ی دو اين پس .T (x) = U(y) که می�شود نتيجه بالا رابطه�ی از ،P (x) = Q(y) هرگاه اکنون
می�شوند. توليد معادله يک توسط دو هر (الف) قسمت بنابر نتيجه در و دارند مشترک جواب
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گويا! پنج�ضلعی .۸ شماره سؤال
می�شويم: متذکر را لازم نکته�ی چند حکم اثبات از قبل

می�شود: تعريف صورت اين به آن�ها «ناهمساز» نسبت باشند، �خط يک روی نقطه� چهار B۴ و B۳ ،B۲ ،B۱ اگر .۱ نکته
(B۱B۲, B۳B۴) =

|B۱B۳|
|B۱B۴|

/
|B۲B۳|
|B۲B۴|

با جهت هم اين�که به بسته پاره�خط هر طول و می�شود گرفته نظر در Biها از گذرا خط برای جهت يک تعريف اين (در
می�شود.) گرفته نظر در منفی يا مثبت باشد، آن خلاف يا خط جهت

است: ديگر خط روی کانون يک از تصوير به نسبت آن بودن ناوردا چهارتايی�ها، ناهمساز نسبت خاصيت مهم�ترين
(B۱B۲, B۳B۴) = (C۱C۲, C۳C۴).

هستند.) هم�خط نقـاطی (Biها آورد: دست به ناهمساز نسبت تعريف از محاسبه اندکی با می�توان را زير روابط

(B۱B۲, B۳B۴) = (B۳B۴, B۱, B۲) (۱) رابطه�ی

(B۱B۴, B۳B۲) =
(B۱B۲, B۳B۴)

(B۱B۲, B۳B۴)− ۱ (۲) رابطه�ی

(B۱B۲, B۳B۴)(B۱B۲, B۴B۵) = (B۱B۲, B۳B۵) (۳) رابطه�ی

صورت: به آن�ها از گذرنده خط معادله�ی باشند، صفحه در گويا مختصات با نقطه دو (x۲, y۲) و (x۱, y۱) اگر .۲ نکته�
y − y۱
x− x۱

=
y۲ − y۱
x۲ − x۱

می�توان راحتی به می�گوييم. «گويا» خطی چنين به کرد؛ بيان گويا اعداد با می�توان نيز را خط اين معادله�ی نتيجه در است.
علی�الخصوص گوياست. عددی خط، يک روی گويا نقـاط فواصل نسبت و گوياست نقطه�ای گويا، خط دو تقـاطع که ديد

گوياست. هم�خط، گويای نقطه�ی چهار ناهمساز نسبت

برای که باشد گويا پنج�ضلعی يک A۱ . . . A۵ کنيد فرض می�رويم. خلف برهان از استفـاده با مسأله حکم اثبات سراغ به حال
خطوط Aiها، بودن گويا به توجه با هم�رسند. Oمانند نقطه�ای در A۱B۱, . . . , A۴B۴ مثل AiBi خطوط از تا چهار آن،
همه�ی و شده�اند نام�گذاری شکل در که نقـاطی همه�ی نتيجه در هستند. گويا همگی خطوط اين تقـاطع�های و آن�ها واصل

هستند. گويا می�شوند، ساخته آن�ها با که ناهمسازی نسبت�های
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..

۲۳

.

..
خلاقيت آزمون راه�حل

داريم: بالا شکل به توجه با می�ناميم. λ را (B۱A۳, A۲B۴) ناهمساز �نسبت

λ = (B۱A۳, A۲B۴) = (B۱A۴, Y A۵) (B۲ از (تصوير
λ = (B۱A۳, A۲B۴) = (B۱B۴, A۲U) (O از (تصوير

همين�طور:

λ = (B۱A۳, A۲B۴) = (A۵Z,A۱B۴) (B۳ از (تصوير
= (UA۳, B۱B۴) (O از (تصوير
= (B۱B۴, UA۳) ((۱) (رابطه�ی

:(۳) و (۲) روابط به توجه با درنتيجه
λ۲ = (B۱B۴, A۲U)(B۱B۴, UA۳) = (B۱B۴, A۲A۳) =

λ

λ− ۱ .

گويا با AiBi خطوط از چهارتا هم�رسی پس ندارد! گويا ريشه�ی که X۲است = X + ۱ معادله�ی ريشه�های از λيکی پس
نيست. سازگار A۱A۲A۳A۴A۵ پنج�ضلعی بودن
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او نام به
خلاقيت آزمون

چی! به چی از صعودی تابع .۱

مجموعهٔ دو بين صعودی و پوشا) و يک به (يک دوسويی تابعی آيا که کنيد مشخص (ت) تا (الف) قسمت های از کدام هر در
خير. يا دارد وجود معرفی شده B و A

.B = {x ∈ Q | x <
√۳} و A = {x ∈ Q | x <

√۲} الف.
.B = Q ∪ {π} و A = Q ب.

ابتدا مرتب زوج دو مقـايسهٔ برای که می کنيم تعريف اينگونه را (R۲)ترتيب صفحه نقـاط روی (ت)، و (پ) قسمت های برای
مؤلفه اين اگر و است بزرگ تر مرتب آن زوج می گوييم بود، بزرگ تر يکی برای عدد اين اگر می کنيم، مقـايسه را آن ها اول مؤلفهٔ

می گويند). لغت نامه ای ترتيب ترتيب، اين (به می گيريم بزرگ تر دارد بيش تری دوم مؤلفهٔ که مرتبی زوج بود، برابر دو هر در

(a, b) < (c, d)⇔ (a = c و b < d) يا (a < c)

تعريف ترتيب دارای ديگر مجموعه های و R۲ زيرمجموعه های بين صعودی تابع می توانيم لغتنامه ای، ترتيب گرفتن نظر در با
دهيد. پاسخ رو پيش قسمت دو به توضيحات اين با حال کنيم.

.B = R۲ و A = R پ.
.X = {۲−n | n ∈ N} اين جا در که B = (X ∪ {۰})×X و A = X × (X ∪ {۰}) ت.

از صعودی و پوشا تابعی طور همين و B به A از صعودی و پوشا تابعی که هستند حقيقی اعداد از زيرمجموعه دو B و A ث.
کرد؟ پيدا مجموعه دو اين بين صعودی و پوشا يک، به يک تابعی می توان همواره آيا دارند. وجود A به B
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چاله! چالش .۲

چندوجهی يک دارد. قرار ω دل خواه عرض با و نامتناهی نوار شکل به دره يک آن روی که بگيريد نظر در صاف کاملا زمينی
و بغلتانيم را چندوجهی می خواهيم دارند. قرار دره ديگر سمت در d شعاع با چاله يک و دره سمت يک در ۱ d قطر به
باشند داشته اشتراک نقطه يک حداقـل در همواره زمين و چندوجهی مسير طی در که طوری به بيندازيم چاله درون
به پلی کار اين برای نمی کند.) سقوط دره به باشد داشته تماس زمين با نقطه يک در اگر حتی چندوجهی واقع دنيای (خلاف
انداخت. چاله درون را چندوجهی می توان شده گفته شرايط با کنيد ثابت کرده ايم. احداث دره روی d

۱۰ عرض با مستطيل شکل

می گيرد.) تعلق توجهی قـابل نمرهٔ نيز باشد) نداشته وجود دره (اصلا ω = ۰ خاص حالت برای اثبات (به

است. چندوجهی نقـاط ميان فـاصله بيشترين قطر چندوجهی يک ۱در
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ايرانی! باقی نماندهٔ .۳

را r۱, r۲, . . . , rn دل خواه طبيعی اعداد هم چنين و d۱, d۲, . . . , dn مانند اول هم به نسبت دو به دو طبيعی عدد n الف.
صدق زير هم نهشتی نامعادلات دستگاه در که دارد وجود ،۱ ≤ x ≤ ۳n ،x مانند طبيعی عددی کنيد ثابت بگيريد. نظر در

کند:
x

d۱
̸≡ r۱

x
d۲
̸≡ r۲
....

x
dn
̸≡ rn

اعداد و n > N طبيعی عدد هر برای که دارد وجود N مانند عددی کنيد ثابت ،ε > ۰ حقيقی عدد هر برای ب.
که داشته باشد x مانند طبيعی جوابی بالا دستگاه اولند، هم به نسبت دو به دو diها که r۱, . . . , rn و d۱, . . . , dn طبيعی

.۱ ≤ x ≤ (۲ + ε)n
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لوز! چهار .۴

که طوری است P در لوزی تعدادی دادن قرار ،P لوزی بندی يک از منظور بگيريد. نظر در P مانند را منتظم ضلعی ۲n يک
از ضلع يک درون يا ديگر لوزی های از ضلع يک درون لوزی ها از رأسی هيچ و باشد مجزا هم از درونشان بپوشانند، را P درون

نگيرد. قرار P

بيان n برحسب را ضلع ها و رئوس تعداد همچنين بيابيد. را تابع اين مقدار است. n از تابعی لوزی ها تعداد کنيد ثابت .۱
کنيد.

يک به تبديل P دارند آن موازی ضلعی که لوزی هايی حذف با که شود می يافت ضلعی همواره که است درست آيا .۲
شود؟ می کمتر اضلاع تعداد با چندضلعی

می شوند؟ تبديل هم به زير گام از مرحله چند با لوزی بندی دو هر که است درست آيا .۳

ضلعی شش و کنيم حذف آن لوزی های همراه به را هستند آن شامل لوزی سه فقط که رأسی توانيم می گام هر در
کنيم. لوزی بندی ديگری طريق به را حاصل خالی

کنيد ثابت باشد منتظم ضلعی ۲n يک کردن لوزی بندی روش های تعداد f(n) اگر .۴

n−۱∏
k=۱

((
k

۲

)
+ ۱

)
≤ f(n) ≤

n−۱∏
k=۱

kn−k
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کذايی! چندضلعی .۵

باشد. مختصات محورهای موازی آن اضلاع هرگاه گوييم شبکه ای را سه بعدی) فضای در (چندضلعی فضايی چندضلعی يک
xy موازی صفحه ای در يا زاويه اين که می شود ايجاد قـائمه زاويهٔ يک شبکه ای چندضلعی هر از مجاور ضلع دو هر بين الف.

دارند. يک سان زوجيت نوع، سه اين از زوايا تعداد کنيد ثابت .zx يا و yz يا دارد قرار
باشد. فـاصله يک به آن رئوس همهٔ از که باشد موجود صفحه در نقطه ای هرگاه گوييم، محاطی را شبکه ای چندضلعی يک ب.

است. محاطی نباشند هم صفحه آن رئوس همه که شبکه ای شش ضلعی هر کنيد ثابت
درونی نقطهٔ يک در را آن اضلاع همهٔ صفحه يک که دارد وجود تکراری رأس بدون شبکه ای فضايی ضلعی ۲۰۱۴ يک آيا پ.

کند؟ قطع
می شود، يافت c و b ،a صحيح فواصل با صفحه در نقطه سه کنيد ثابت هستند. يک از بزرگتر طبيعی عدد سه a, b, c ت.

باشد. c و b ،a برابر مختلف راستای سه در آن اضلاع تعداد که طوری باشد موجود شبکه ای چندضلعی يک اگر تنها و اگر
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تابع! يک از جمله ای چند .۶

x هر برای که است تابعی f : R → Z همچنين است. يک از بزرگ تر فرد درجه ی از تکين چندجمله ای p(x) ∈ R[x]

.p(f(x)) = f(p(x)) داريم حقيقی

است. متناهی مجموعه ای f برد کنيد ثابت .۱

دارد. متمايز حقيقی جواب دو حداقـل p(x) = x معادله ی دهيد نشان باشد، ناثابت تابعی f اگر .۲

همه ی در که می شوند پيدا p(x) چندجمله ای و عضوی n برد با f تابع ،n > ۱ طبيعی عدد هر برای دهيد نشان .۳
کنند. صدق مسئله شرايط
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ماشين! تعمير .۷

انگليسی الفبای حروف می توان آن ورودی از که است خروجی يک و ورودی يک دارای M ماشين بدانيد، شايد که همان گونه
می شود. داده نمايش C = {c۱, . . . , cp} رنگ های از يکی لحظه هر در آن خروجی در و کرد وارد را (I (مجموعه ی
آن، ورودی در حرف هر کردن وارد و است S متناهی مجموعه ی اعضای از يکی که دارد وضعيتی لحظه  هر در ماشين اين
است. آن وضعيت از پوشا تابعی هم ماشين خروجی می دهد. تغيير شده تعيين پيش از قـاعده ای تحت را ماشين وضعيت

نداريم. اطلاعی آن وضعيت از مستقيم طور به و می بينيم را ماشين خروجی فقط ما
تابع دو o : S → C و t : S × I → S و متناهی مجموعه هايی S, I, C که M = (S, I, C, t, o) ديگر بيانی به
می کنيم فرض هميشه می کند. تعيين وضعيت حسب بر را خروجی که پوشاست تابعی o و وضعيت تغيير قـاعده ی t هستند.
قـابل يک ديگر از خروجی، مشاهده ی و ورودی در حروف) از (دنباله ای کلمه يک کردن وارد با M متفـاوت وضعيت های که
خروجی نهايت در ماشين، به کلمه آن دادن با که می شود پيدا کلمه ای ،sj و si وضعيت دو هر برای (يعنی هستند. تفکيک

شود.) توليد متمايزی

خروجی های براساس M با کردن کار برای الگوريتمی ،M ماشين برای دستورالعمل يک که می دانيد احتمالاً هم را اين
کردن وارد فرمان های از يکی دستورالعمل، از مرحله هر در دقيق تر عبارت به می شود. منجر پيام يک به نهايت در که است آن
بر باشد)، کاربر برای اطلاعاتی حاوی است ممکن و است دستورالعمل پايان معنای به (که پيام يک يا و ورودی در حرف يک
حروفی تعداد بيش ترين دستورالعمل طول می شود. داده کاربر به است شده مشاهده مرحله اين تا که خروجی هايی اساس

می شود. وارد آن ممکن اجراهای همه ی در که است
است. دو طول به دستورالعمل يک بعد صفحه ی شکل ،C = {red, blue} و I = {a, b} اگر مثلاً

به ورودی عنوان به ab يا aa ،a کلمه های است ممکن شرايط، به بسته و مختلف اجراهای طی دستورالعمل اين در
می گيريم. ۲ را دستورالعمل طول است، ۲ حداکثر کلمات اين طول چون و شود داده ماشين
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ببين.. را خروجی .اولين

آبی خروجی
است؟

.

بده را ۱ پيام

.

وارد را a
کن ماشين

.

آبی خروجی
است؟

.

وارد را a
کن ماشين

.

وارد را b
کن ماشين

.

آبی خروجی
است؟

.

بده را ۲ پيام

.

بده را ۳ پيام

.

پايان

.

خير

.

بلی

.

خير

.

بلی

.

خير

.

بلی

طول به کلمه يک ،M متفـاوت وضعيت دو هر برای دهيد نشان دارد. خروجی رنگ p و وضعيت n ،M ماشين .۱
(بعد گرفت. وضعيت دو اين از متفـاوت خروجی دو می توان ورودی در آن کردن وارد با که دارد وجود n− p حداکثر
يک کردن وارد پس می کند، تغيير مشخص قـاعده ای بنابر ماشين خروجی نتيجه در و وضعيت حرف، هر کردن وارد از
در البته می دهد. ما به خروجی ها از اوليه) خروجی احتساب (با k+ ۱ طول به دنباله يک ورودی، در k طول از کلمه

گرفت.) نظر در را خروجی آخرين فقط می توان سؤال اين

انجام که کرد طراحی n۲ حداکثر طول به دستورالعمل يک می توان M مانند n-وضعيتی ماشين هر برای دهيد نشان .۲
يک به (يعنی دهد. اطلاع کاربر به نامعلومی وضعيت هر از شروع با خروجی ها) اساس (بر را دستگاه نهايی وضعيت آن
وارد بايد ورودی ای چه خروجی يک گرفتن برای می دانيم ماشين، وضعيت دانستن با چون کرد. تعمير را ماشين معنی

است!) شده خراب معنی يک به شود گم ماشين وضعيت وقتی و کنيم

کنيد؟ حل نيز n۲
۲ برای را مسئله اين می توانيد
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می شود: تعريف زير شکل به بازگشتی صورت به Kn(x۱, x۲, . . . .xn) چندجمله ای ،n نامنفی صحيح عدد هر برای

K۰ = ۱
K۱(x۱) = x۱

Kn(x۱, . . . , xn) = xnKn−۱(x۱, . . . , xn−۱) + (x۲
n + x۲

n−۱)Kn−۲(x۱, . . . , xn−۲)

.Kn(x۱, x۲, . . . , xn) = Kn(xn, . . . , x۲, x۱) دهيد نشان
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..

۱

.

..
.

خلاقيت آزمون راه�حل

چی؟! به چی از صعودی تابع .۱ شماره سؤال
دارد. وجود بله، الف.

وجود (c, d) بازه به (a, b) بازه از صعودی و پوشا يک�به�يک، نگاشتی باشند گويا dاعدادی و c ،b ،a اگر که کنيد توجه ابتدا
بگيريم. نظر در را d−c

b−a (x− a) + c تابع است کافی دارد.

گويا اعداد از صعودی دنباله�ای qn و می�کند ۲√ميل به که باشد گويا اعداد از صعودی دنباله�ای pn کنيد فرض اکنون
صورت اين به را f : A → B تابع صورت اين در .q۰ = ۰ و p۰ = ۰ می�کنيم فرض هم�چنين می�کند. ۳√ميل به که باشد

می�کنيم: تعريف

f(x) =

 x x ≤ ۰ اگر
qi+۱−qi
pi+۱−pi

(x− pi) + qi x ∈ [pi, pi+۱] اگر
است. صعودی و پوشا يک، يه يک f که است واضح می�دهد. نشان fرا تعريف نحوه زير، شکل

دارد. وجود بله، ب.
کرد: شماره�گذاری را آن�ها اعضای می�توان پس هستند. Bشمارا و A مجموعه�ی دو هر

A = {a۱, a۲, a۳, . . .}

B = {b۱, b۲, b۳, . . .}
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بی�نهايت Aو از عضو بی�نهايت عددی، دو هر بين که دارند را خاصيت Bاين و A مجموعه دو هر که کنيد دقت هم�چنين
دارد. وجود B از عضو

تابع nام، مرحله در کنيد فرض .f(a۱) = b۱ می�کنيم تعريف ابتدا می�کنيم. تعريف استقرايی طور به در fرا تابع اکنون
f تابع روی عمل دو اکنون است. يک�به�يک و صعودی که طوری به کرده�ايم Aتعريف اعضای از متناهی تعداد روی را f

می�دهيم. انجام

که هايی i کنيد فرض و نکرده�ايم. تعريف f(ak)را کنون تا که باشد انديسی کوچک�ترين k کنيد فرض الف. عمل •
مرتب صعودی ترتيب به را air ،. . . ،ai۲ ،ai۱ اعداد .ir و . . . و i۲ ،i۱ از باشند عبارت کرده�ايم تعريف را f(ai)ها
و f(ar) اکنون بگيرد. قرار as و ar بين مثلاً کنيد فرض می�گيرد. قرار آن�ها از تا دو کدام akبين که ببينيد و کنيد
حتماً پس دارد. Bوجود از عضو بی�نهايت عدد، دو اين بين شد، گفته که خاصيتی بنابر بگيريد. نظر در f(as)را
.f(ak) = q کنيد تعريف و بناميد q را آن است. نگرفته قرار f برد در کنون تا که هست بين اين در B از عضوی
هم�چنان f تابع ،f(ak)تعريف نحوه�ی به توجه با که کنيد توجه و شد اضافه عضو fيک دامنه�ی اعضای به اکنون

است. صعودی

تا که باشد انديسی کوچک�ترين l کنيد فرض واقع در می�دهيم. fانجام وارون برای مشابهی عمل اکنون ب. عمل •
.ir و . . . و i۲ ،i۱ از باشند عبارت هستند f برد در ها bi که هايی i کنيد فرض و است. نگرفته قرار f برد blدر کنون
فرض می�گيرد. قرار آن�ها از تا دو کدام bkبين که ببينيد و کنيد مرتب صعودی ترتيب به را bir ،. . . ،bi۲ ،bi۱ اعداد
اين بين شد، گفته که خاصيتی بنابر بگيريد. نظر در را f−۱(bs) و f−۱(br) اکنون بگيرد. قرار bs و br بين مثلاً کنيد
نشده تعريف آن ِf کنون تا که هست بين اين در A از عضوی حتماً پس دارد. Aوجود از عضو بی�نهايت عدد، دو
توجه و شد اضافه واحد يک f دامنه�ی اعضای تعداد به اکنون .f(q) = bk کنيد تعريف و بناميد q را آن است.

است. صعودی هم�چنان f تابع ،f(q) تعريف نحوه�ی به توجه با که کنيد

نحوه به توجه با که اين آن از مهم�تر شد. بيش�تر عضو دو تابع برد و تابع دامنه ب، عمل و الف عمل انجام با که ديديم پس
برد در که ای bi اولين نيز و می�شود اضافه دامنه به نيست دامنه در که aiای اولين بار هر ،l انديس و k انديس انتخاب
کل f برد و A کل f دامنه دهيم، ادامه بی�نهايت تا را ب و الف عمل�های انجام اگر اين بنابر می�شود. اضافه برد به نيست

می�شود. ثابت حکم پس می�ماند باقی صعودی و يک�به�يک تابع مراحل تمام در چون و شد Bخواهد

ندارد. وجود خير، پ.
اين دارای C بگيريد. نظر در C = {۰}×Rصورت به را B از C زيرمجموعه�ی باشد. داشته وجود تابعی چنين کنيد فرض
کنيد تعريف اکنون است. آن عضو نيز باشد y و x بين که B عضو zای هر آن�گاه باشند آن yعضو و x اگر که است خاصيت

D = f−۱(C)

خاصيت همان بايد نيز D پس است پوشا و يک�به�يک fصعودی، که آنجا از است. R از زيرمجموعه�ای D که کنيد دقت
چنين است. آن عضو نيز باشد y و x بين که R عضو zای هر آن�گاه باشند آن yعضو و x اگر يعنی باشد. داشته را C
سرهای از يکی اگر چون باشند. باز بايد بازه اين سر دو می�کنيم ادعا باشد. بازه يک بايد حقيقی اعداد از زيرمجموعه�ای
D مجموعه�ی پس ندارد. مينيمم يا ماکزيمم Cعضو حاليکه در دارد مينيمم يا ماکزيمم عضو D آن�گاه باشد بسته بازه،
اعضای همه از b که آنجا از .x = (x۱, x۲) کنيد فرض و بگيريد نظر در را x = f−۱(b) اکنون است. (a, b) شکل به بازه�ای
عضوی y = (x۱/۲, ۰) صورت اين در ولی .x۱ > ۰ بايد پس است. بزرگ�تر C اعضای همه از نيز x پس است بزرگ�تر D
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D اعضای همه از که است R از عضوی نيز f−۱(y) پس است. کوچک�تر x از و بزرگ�تر C اعضای همه از که است B از
ندارد. وجود f تابع که می�دهد نشان تناقض اين ندارد. وجود عددی چنين ولی است، bکوچک�تر از و بزرگ�تر

ندارد. وجود خير، ت.
نباشد. y و x بين عضوی هيچ و y > x اگر است x از بعد عضو y گوييم باشند، مرتب مجموعه يک از عضو دو y و x اگر

باشد. نداشته بعدی عضو هيچ� اگر می�ناميم «بن�بست» Aرا مرتب مجموعه يک از x عضو
و اگر است A از بن�بست عضو xيک صورت اين در باشد. موجود B به A از f صعودی و پوشا يک�به�يک، تابع کنيد فرض

باشد. B از بن�بست عضو f(x)يک اگر تنها
از عبارتند A بن�بست اعضای که کنيد دقت اکنون

{(۱۲ ,
۱
۲ ), (

۱
۴ ,

۱
۲ ), (

۱
۸ ,

۱
۲ ), . . .}

از عبارتند B بن�بست اعضای و
{(۱۲ ,

۱
۲ ), (

۱
۴ ,

۱
۲ ), (

۱
۸ ,

۱
۲ ), . . . , (۰,

۱
۲ )}

اعضای بين در مينيمم يکعضو نيز f−۱((۰, ۱۲ )) بايد پس است B بن�بست اعضای بين در مينيمم ,۰)يکعضو ۱۲ ) بنابراين
ندارد. وجود f تابع که می�دهد تناقضنشان اين نيستند. مينيمم عضو بن�بستAدارای اعضای حال�آنکه بن�بستAباشد

کنيد تعريف و بگيريد نظر در را Y = {۲−n | n ∈ N} ∪ {۰} مجموعه�ی ث.
A = Y ∪ (۱+ Y ) ∪ (۲+ Y ) ∪ · · ·

B = A ∪ {−۱}

دارد. وجود A به B از هم�چنين Bو به A از صعودی و پوشا تابعی می�دهيم نشان ابتدا
کنيد: تعريف صورت اين به را f : A → B تابع

f(x) =

 −۱ x < ۱ اگر
x− ۱ x ≥ ۱ اگر

است. پوشا و صعودی f که می�شود مشاهده راحتی به
کنيد: تعريف صورت اين به را g : B → A تابع هم�چنين

g(x) =

 ۰ x = −۱ اگر
x x ̸= −۱ اگر

است. پوشا و صعودی نيز g که می�شود مشاهده راحتی به
باشد. داشته وجود تابعی چنين کنيد فرض ندارد. وجود B به A از صعودی و پوشا يک�به�يک، تابعی می�دهيم نشان اکنون
است −۱ از بعد عضو ۰ ،B در اما است. −۱ که باشد B مينيمم عضو نيز f(x) بايد پس است A مينيمم عضو ۰ که آنجا از
که می�دهد نشان تناقض اين نيست. بعدی عضو دارای ۰ ،A در آن�که حال Aباشد در ۰ از بعد عضو نيز f−۱(۰) بايد پس

ندارد. وجود f

www.topsoal.ir

www.nashr-estekhdam.ir

http://www.nashr-estekhdam.ir/


..

۴

.

..
خلاقيت آزمون راه�حل

چاله! چالش .۲ شماره سؤال
داد. حرکت دل�خواه جهت هر در دل�خواه اندازه��ی هر� به را چندوجهی می�توان می�کنيم ادعا

چندوجهی چون بکشيد. مقصد نقطه�ی به آن درون نقطه�ای از راست خط يک ابتدا چندوجهی آوردن در حرکت به برای
بغلتانيد. را چندوجهی نظر مورد سمت به و پاره�خط اين جهت در می�کند. قطع را يکوجه حتماً پاره�خط اين است، محدب
شده کم�تر اوليه حالت از بگيريم اندازه را مقصد نقطه�ی تا زمين با چندوجهی تماس محل نزديک�ترين فـاصله�ی اگر حال

است.
يعنی می�شويم، نزديک مقصد نقطه�ی به اندازه آن به حداقـل بار هر که دارد وجود ثابتی مثبت مقدار دهيم نشان بايد تنها
صورت اين در بيفتد، اتفـاقی چنين اگر نمی�دهد. تشکيل را صفر به هم�گرا دنباله�ی يک ما شدن�های نزديک مقدار واقع در
غلتيدن دو در اگر زيرا کرده�است) طی مرتباً را راس يک به متصل وجه�های (يعنی است غلتيده راس يک حول چندوجهی
سوم و دوم اضلاع بين زاويه رأس و دوم و اول اضلاع بين زاويه�ی رأس که شود طی طوری را چندوجهی ضلع�های متوالی،
دنباله�ی نتيجه در است، راس دو اين بين فـاصله�ی اندازه�ی به غلتيدن دو اين در شده طی مسير حداقـل باشد متفـاوت

نمی�شود. هم�گرا صفر به غلتيدن مقـادير
است. امکان�پذير آن به متصل وجوه تعداد اندازه�ی به تنها راس يک حول غلتيدن می�کنيم لم.ادعا

آن روی خط اين که را مسيری خط، حول چندوجهی غلتاندن بار هر در کنيد. باز راس يک حول را چندوجهی اثبات.
خط يک بايد آن کردن باز از بعد می�غلتد خط يک مسير در چندوجهی چون کنيد. گذاری علامت می�کند قطع را وجه�ها
بنابراين می�کند. قطع بار يک حداکثر را محدب چندضلعی هر خط يک صفحه يک در می�دانيم ببينيم. وجوه روی راست

است. آمده فرود وجه يک روی بار يک حداکثر رأس يک حول غلتيدن در چندوجهی

توسط شده طی طول که می�گيريم نتيجه آورديم دست به غلتيدن مسير بودن هم�گرا برای که شرطی و لم اين از استفـاده با
بخواهيم که جهت هر در و اندازه هر به را چندوجهی سپس نمی�شود. هم�گرا هيچ�گاه شکل اين به چندوجهی غلتيدن

دهيم. حرکت می�توانيم

نقطه�ی به را حرکت شروع نقطه�ی که می�گيريم، نظر در صفحه در شکسته پاره�خطی اصلی، مسئله�ی حل کردن کامل برای
چاله وسط نقطه�ی به را پل انتهايی نقطه�ی نهايت در و آن انتهايی نقطه�ی به را پل ابتدايی نقطه�ی سپس پل، ابتدايی
اين با چندوجهی از نقطه يک همواره چون و داد حرکت مسير اين روی را چندوجهی می�توان بالا طبق کند. متصل
نقطه�ی به چندوجهی که وقتی می�برد. در به سالم جان پل از و نمی�افتد دره درون به چندوجهی دارد، اشتراک پاره�خط�ها
آن درون چاله، مرکز به چندوجهی از نقطه دورترين حتماً است، چندوجهی قطر �اندازه�ی به چاله شعاع چون برسد نهايی

گذاشته�ايم! سر پشت سلامت به را چاله چالش و افتاد خواهد چاله داخل به چندوجهی نتيجه در و گرفته قرار
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ايرانی! باقی�نمانده�ی .۳ شماره سؤال
هستند. يک از بزرگ�تر همه diها که شود اضافه سؤال صورت به فرض اين بايد توجه.

از شدن کاسته بدون بنابراين متمايزند. يک�ديگر از هستند، اول هم به نسبت و ۱ از بزرگ�تر diها اينکه به توجه با الف.
از را ديگر حالات بعد و می�کنيم d۱حل > ۲ حالت در را مسأله ابتدا .۱ < d۱ < · · · < dn کرد فرض می�توان سؤال کليت

می�گيريم. نتيجه آن
قضيه�ی از می�کنيم. di۱تعريف · · · dik صورت به را dI ،n تا ۱ اعداد از I = {i۱ < · · · < ik} زيرمجموعه�ی هر برای

هم�نهشتی معادلات که می�دانيم چينی باقی�مانده�ی
x

di۱≡ ri۱ , . . . x
dik≡ rik

معادله�ای هيچ باشد، Iتهی (وقتی می�دهيم. rIنمايش با را جواب�ها اين از يکی dIدارد. پيمانه�ی به جواب يک تنها
x

dI≡ rI پس کرد.) تعريف ۱ برابر را rI و dI می�توان حالت اين در هستند. جواب صحيح اعداد همه�ی بنابراين و نداريم
است. ذکرشده هم�نهشتی دستگاه�های با معادل

يا کوچک�تر و طبيعی جواب�های تعداد شمول عدم و شمول اصل بنابر باشد. دل�خواه مثبت عدد Mيک کنيد فرض حال
هم�نهشتی نامعادلات دستگاه Mبرای مساوی

x
d۱
̸≡ r۱, . . . , x

dn

̸≡ rn

با: است ∑برابر
I⊆{۱,...,n}

(−۱)|I||{۱ ≤ x ≤ M |x dI≡ rI}|.

[۱,M ] بازه�ی xدر d≡ r صورت به هم�نهشتی معادله�ی هر جواب�های تعداد که داد نشان می�توان ساده استدلال يک با
عبارت نکته اين به توجه با است. ۱ از کم�تر M

d با اختلافش صورت دو هر در و است ⌈M
d ⌉ يا و ⌊M

d ⌋ اعداد از يکی با برابر
است: بيش�تر زير مقدار از بالا

(
∑

I⊆{۱,...,n}
(−۱)|I|M

dI
)− ۲n = M(۱− ۱

d۱
− · · · − ۱

dn
+

۱
d۱d۲

+ · · · )− ۲n

= M(۱− ۱
d۱

) · · · (۱− ۱
dn

)− ۲n.

با: است برابر حداقـل عبارت اين باشند، ۳ برابر حداقـل diها همه�ی Mو = ۳n اگر حال
۳n(۱− ۱

۳ )
n − ۲n = ۰.

است. مثبت عددی مسأله نامعادلات جواب�های تعداد که می�شود نتيجه حالت اين در پس
يکی از می�توان صورت دو هر در می�کند. تعيين xرا زوجيت اول نامعادله�ی ،r۱ زوجيت به بسته ،d۱ = ۲ حالت برای اما
بر معادل عبارت x جای به نامعادلات بقيه�ی در حال کرد. xاستفـاده = ۲y − ۱ يا و x = ۲y صحيح متغيرهای تغيير از
کنيد بازنويسی y حسب بر را نامعادلات پيمانه�ها، از يک هر در ۲ ضربی وارون از استفـاده با و کنيد جای�گذاری yرا حسب

صورت به نامعادلات از جديدی مجموعه�ی به تا

y
d۲
̸≡ s۲, . . . , y

dn

̸≡ sn
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۳n−۱ مساوی يا کم�تر و طبيعی جوابی نامعادلات اين قبل قسمت بنابر ،۳ ≤ d۲ < · · · < dn اين�که به توجه با برسيد.
اصلی نامعادلات همه�ی ×۲برای ۳n−۱ مساوی يا کم�تر جواب yيک و x بين رابطه�ی گرفتن نظر در با نتيجه در و دارند

!۲× ۳n−۱ < ۳n و می�آيد دست xبه حسب بر

است. بيش�تر i از di ،i هر برای نتيجه در شده�اند. مرتب صعودی صورت به diها که می�کنيم فرض قبل قسمت مانند ب.
عدد وضوح به می�کنيم. )انتخاب ۲

۲+ϵ , ۱) بازه�ی در aرا عدد است. شده داده مثبت عدد يک ϵ کنيد فرض همين�طور
که دارد وجود N۲ طبيعی عدد ، (۲+ϵ)a

۲ > ۱ اينکه به توجه با ديگر طرف از .۱− ۱
N۱

> a که دارد وجود N۱ )طبيعی
(۲+ ϵ)a

۲

)N۲

> ۲N۱ .

جوابی مسأله هم�نهشتی نامعادلات nدستگاه > N هر برای می�دهيم نشان و می�کنيم N۱تعريف + N۲ با برابر را N
دارد. (۲+ ϵ)n برابر حداکثر

است: زير عبارت از بيش�تر [۱, (۲+ ϵ)n] بازه�ی در نامعادلات اين جواب�های تعداد که می�دانيم قبل قسمت به توجه با
(۲+ ϵ)n(۱− ۱

d۱
) · · · (۱− ۱

dn
)− ۲n.

داريم: n > N برای اما

(۲+ ϵ)n(۱− ۱
d۱

) · · · (۱− ۱
dn

) ≥ (۲+ ϵ)n(۱− ۱
۲ ) · · · (۱−

۱
n+ ۱ )

≥ (۲+ ϵ)n(۱− ۱
۲ )

N۱(۱− ۱
N۱

)n−N۱

> (۲+ ϵ)n۲−N۱an−N۱

= (۲+ ϵ)n۲−N۱

( ۲
۲+ ϵ

)n−N۱ ( (۲+ ϵ)a

۲

)n−N۱

.

توانش کردن کم�تر با پس ،(۲+ϵ)a
۲ > ۱ ديگر طرف از و می�شود کم�تر توانش کردن بيش�تر با پس ،۲۲+ϵ < ۱ که کنيد توجه

بنويسيم: می�توانيم n−N۱ > N۲ و نکات اين از استفـاده با پس می�شود. کم�تر

(۲+ ϵ)n۲−N۱

( ۲
۲+ ϵ

)n−N۱ ( (۲+ ϵ)a

۲

)n−N۱

> (۲+ ϵ)n۲−N۱

( ۲
۲+ ϵ

)n (
(۲+ ϵ)a

۲

)N۲

> (۲+ ϵ)n۲−N۱

( ۲
۲+ ϵ

)n

۲N۱

= ۲n.

که: می�گيريم نتيجه نهايت در پس

(۲+ ϵ)n(۱− ۱
d۱

) · · · (۱− ۱
dn

)− ۲n > ۰

می�شود. ثابت ما ادعای و
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لوز! چهار .۴ شماره سؤال
برای تعميم اين می�کنيم. اثبات باشند موازی روبه�رويش اضلاع و برابر اضلاعش Pکه محدب ضلعی ۲nيک برای را مسئله

است. مهم مسئله سوم قسمت در استقرا از استفـاده

از موازی ضلع دو که کنيد فرض بگيريد. نظر در را لوزی�بندی اين از دل�خواه لوزی يک Pو از دل�خواه لوزی�بندی� ۱.يک
x محور موازی ضلع دو که لوزی�هايی با پايين و بالا از را لوزی اين می�توان صورت اين در باشند. xموازی محور با لوزی اين
لوزی�های رأس�های که فرض اين به توجه با کنيم. Pبرخورد اضلاع از يک به سمت دو هر از نهايت در تا داد ادامه دارند،
با مساوی و موازی لوزی ضلع هر که می�گيريم نتيجه Pباشند، اضلاع از درونی نقطه�ی هيچ شامل نمی�توانند لوزی�بندی

است. P اضلاع از يکی

اضلاع با لوزی�هايی از مسيرهايی می�توان بالا استدلال به شبيه بگيريم، نظر در ′aرا و a مانند P از موازی ضلع دو اگر حال
لوزی يک توسط تنها را مسير اين در لوزی� هر که آن�جا از علاوه به کنند. متصل هم به را آن�ها که يافت ضلع دو اين موازی
بود. خواهد روبه�رو اضلاع از مسير دو تقـاطع محل لوزی هر پس دارد. ′aوجود و a مابين يگانه مسيری داد، ادامه می�توان
مسيرها اين تعداد که می�دانيم است. رنگ صورتی و سبزرنگ مسير تقـاطع محل آبی�رنگ لوزی زير شکل در مثال برای

دارد. وجود لوزی�بندی در (n۲)لوزی بنابراين و است nتا برابر

است. ساده دوگونه�شماری يک نتيجه�ی يال�ها تعداد محاسبه�ی
نمايان�گر E که است ۲n+ ۲E برابر ديگر سوی از و ۴(n۲) برابر تعداد اين سو يک از بشماريم، را لوزی�ها اضلاع همه�ی اگر

پس است. لوزی�ها درونی اضلاع تعداد

اضلاع کل تعداد = E + ۲n = n+ ۲
(
n
۲
)
= n+ (n۲ − n) = n۲
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داريم: مسطح گراف�های مورد در فرمول به توجه با هم رأس�ها تعداد برای

ناحيه�ها −تعداد يال�ها +تعداد رأس�ها =تعداد ۲

))يعنی
n
۲
)
+ ۱

)
− n۲+ رأس�ها =تعداد ۲ ⇒ رأس�ها =تعداد (

n+۱
۲
)
+ ۱

می�دهد. نمايش را ادعا اين نقض مثال زير شکل نيست. درست گزاره اين .۲

۲n)-ضلعی�ها − ۲) برای حکم کنيد فرض است. واضح حکم n = ۲ برای می�کنيم. ثابت را nمسئله روی استقرا با .۳
که مسيری هرگاه می�ناميم استاندارد Pرا از لوزی�بندی يک کنيد. ,e۱نام�گذاری . . . , e۲n با را P اضلاع باشد. درست
شده رسم استاندارد لوزی�بندی يک زير شکل در ,e۲باشد. . . . , en اضلاع به مجاور می�کند وصل هم به en+۱را و e۱ اضلاع

کرده�ايم. شماره�گذاری ساعت�گرد جهت در و بالايی ضلع از شروع با را اضلاع جا اين در است.

لوزی�بندی يک به را دل�خواه لوزی�بندی هر می�توان سؤال صورت در بيان�شده حرکت� با که می�دهيم نشان ادامه در
لوزی�بندی دو به را دو هر می�توانيم باشيم، داشته دل�خواه لوزی�بندی دو اگر صورت، اين در کرد. تبديل استاندارد
تا می�کنيم حذف را است) مشترک لوزی�بندی دو هر در en+۱(که و e۱ ضلع دو بين مسير سپس کنيم. تبديل استاندارد
نتيجه P ′ برای استقرا فرض از سپس مساوی�اند. و موازی روبه�رويش اضلاع که شود Pايجاد ′ محدب −۲n)-ضلعی يک(۲

است). برگشت�پذير مذکور حرکت که کنيد (توجه کرد تبديل هم به را لوزی�بندی دو می�توان که می�شود
e۲, . . . , en اضلاع تمام به مجاور C اگر بناميد. C را en+۱ و e۱ اضلاع بين مسير و بگيريد نظر در دل�خواه لوزی�بندی يک
تعداد که رسيد خواهيم ديگری لوزی�بندی به مذکور اعمال با ادامه در صورت، اين غير در نداريم. اثبات برای چيزی باشد

می�شود. ثابت ادعا عمل اين تکرار با شود. کم�تر (e۲, . . . , en اضلاع و C (بين C راست سمت لوزی�های
بعدی ضلع اولين کنيد فرض نباشد. ei ضلع به مجاور و ۲ ≤ i ≤ n که باشد e۱, . . . , ei−۱ اضلاع به مجاور C کنيد فرض
لوزی�بندی که می�شود Qمحدود j)۲-ضلعی − i+ ۱) يک C و ej تا ei اضلاع به .(j ≤ n) باشد ej+۱ ضلع C به مجاور
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کافی دارد). مشترک رأس ام ei با e′i) بناميد e′i, . . . , e′j به�ترتيب Qرا ديگر اضلاع نيست). محدب لزوماً (اما است شده
رأس اين صورت اين در است. Q در لوزی يک به مجاور تنها است e′j و e′i اضلاع بين که Q رئوس از يکی کنيم ثابت است
سمت لوزی��های تعداد حاصل لوزی�بندی در کنيم، اعمال رأس اين روی را مذکور عمل اگر و Pاست در لوزی سه با مجاور

المطلوب. هو و می�شود Cکم�تر راست
يکی با مساوی و موازی e′i, . . . , e′j از يک هر که می�گيريم نتيجه است، Cمتقـاطع با ek هر شامل مسير که اين به توجه با
egk با موازی e′k و باشد efk با موازی Mk ديگر ضلع کنيد فرض بناميد. Mk را Q در e′k شامل لوزی است. ei, . . . , ej از
پس می�شود. پيدا مطلوب fkرأس = gk+۱ باشيم داشته k يک ازای به اگر .k هر برای fk ̸= gk که کنيد توجه باشد.
ei يا و می�افتد Q از خارج يا Mi صورت اين درغير زيرا باشد، gi از کم�تر fiبايد که کنيد توجه نيست. طور اين کنيد فرض
fk < gk کنيد فرض حال باشد). پايين به Mkرو ديگر ضلع که است معنی اين به fk < gk کلی، حالت (در می�کند قطع را
فرض از و gk+۱ ≥ fk می�گيريم نتيجه Mkاست، خارج e′k+۱ ضلع که اين به توجه با .(k = i از شروع با k روی (استقرا
يا و می�افتد Q از خارج يا Mk+۱ وگرنه fk+۱ < gk+۱ باشيم داشته بايد هم�چنين .gk+۱ > fk می�آوريم دست به خلف
نتيجه�ی Mkو = Mk+۱ بود ممکن صورت اين درغير کرده�ايم، fkاستفـاده ̸= gk+۱ که اين از (اين�جا می�کند قطع Mkرا

را ضلعی حال .gk+۱ > fk و fk < gk داريم k هر برای می�گيريم نتيجه و می�شود کامل استقرا حال نباشد). برقرار مذکور
است. متناقض gk+۱ > fk با اين و fk ≥ i داريم اما .gk+۱ = i نتيجه در باشد. ei موازی e′k+۱ که بگيريد نظر در

e′i, . . . , e
′
j بين رأس يک بنابراين .fk = gk+۱ که می�شود يافت kای گرفتيم نتيجه قبل پاراگراف در مرور، عنوان به

لوزی�های تعداد رأس اين روی مذکور عمل اعمال با گفتيم، که همان�طور Qاست. در لوزی يک به مجاور تنها که يافته�ايم
e۲, . . . , en ضلع�های به مجاور که می�شود تبديل مسيری Cبه فرآيند اين کل تکرار با پس می�شود. Cکم�تر راست سمت

می�شود. ثابت مسئله گفتيم که همان�طور و شده�است تبديل استاندارد لوزی�بندی يک به لوزی�بندی پس است.

بايد که چرا دارد، لوزی n− ۱ می�کند متصل هم به Pرا پايينی و بالايی ضلع که مسيری سؤال اول قسمت به توجه با .۴
لوزی�ها اين گرفتن قرار ترتيب حال باشد. موجود آن Pدر اضلاع از ديگری راستای هر موازی ضلع با با لوزی يک دقيقـاً
را x محور موازی ضلع دو مسير که کرده�ايم (فرض لوزی پايين�ترين دوم راستای برای واقع در باشد، شکلی هر به می�تواند
مسير اين برای حالت (n− ۱)! بنابراين داريم. و... انتخاب n− ۲ بعدی لوزی برای −nانتخاب، ۱ است.) کرده متصل هم
(در می�رسيم ۲n)ضلعی − ۲) يک به آن حذف از حاصل چندضلعی دو مناسب انتقـال و مسير اين حذف با دارد. وجود
است. شده لوزی�بندی که هستيم) روبه�رو −۲n)ضلعی ۲) يک با باز هم نشود قسمت دو P مسير اين حذف با که صورتی

دهيم: نمايش f(n) با را ۲nضلعی لوزی�بندی روش�های تعداد اگر پس
f(n) ≤ (n− ۱)!f(n− ۱)

نتيجه: در
f(n) ≤ (n− ۱)!× (n− ۲)!× · · · × ۱! =

n−۱∏
k=۱

kn−k

کنيم. ثابت را مسئله صورت در خواسته�شده پايين کران می�کنيم سعی ادامه در
مقـابل ضلع دو بدهند، شکسته خطی تشکيل که است لوزی�ها اضلاع از مجموعه�ای «نيمه��مسير» يک از منظورمان اين�جا در
راستا آن با موازی لوزی�ها از ضلع يک دقيقـاً چندضلعی اضلاع از راستا هر برای ضمناً و کنند متصل هم به را چندضلعی

باشد. شده انتخاب
اضلاع با طول هم برداری با را قسمت�ها از يکی و بکنيم قسمت دو آن نيمه�مسير يک روی از را ۲n)ضلعی − ۲) يک اگر
را آن انتقـال و نيمه�مسير بين خالی فضای سپس و دهيم انتقـال نيست آن اضلاع از هيچ�کدام با موازی که −۲n)ضلعی ۲)

پس رسيد. خواهيم ۲nضلعی از لوزی�بندی يک به صورت اين در کنيم، پر لوزی�هايی با
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(
−۲n)ضلعی ۲) در نيمه�مسيرها تعداد

)
×f(n− ۱) ≤ f(n)

که داد نشان سادگی به می�توان استقرا کمک به ديگر سوی از

k+
(
k)۲ضلعی − ۱) در نيمه�مسيرها

)
≤ ۲kضلعی در نيمه�مسيرها

ثابت شد بيان بالا در که رابطه�ای کمک به مسئله حکم لذا و است ۱+ (
k
۲
) حداقـل ۲kضلعی در نيمه�مسيرها تعداد پس

می�گردد.
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کذايی! چندضلعی .۵ شماره سؤال
می�کنيم: قرارداد را زير نام�گذاری�های ابتدا

x محور راستای در اضلاع تعداد A

y محور راستای در اضلاع تعداد B

z محور راستای در اضلاع تعداد C

yz صفحه�ی موازی زوايای تعداد X

zx صفحه�ی موازی زوايای تعداد Y

xy صفحه�ی موازی زوايای تعداد Z

xy صفحه�ی موازی يا که می�دهند تشکيل زاويه دو ضلع اين رأس دو بگيريد. نظر xدر محور راستای در ضلع يک الف.
راستای در يکضلع و دارد y محور راستای در يکضلع xy صفحه موازی زاويه هر هم�چنين .xz صفحه�ی موازی يا هستند

هستند. برقرار احکام اين ديگر راستاهای زوايای برای مشابه طور به .x محور
داريم: يعنی .x محور راستای در اضلاع تعداد برابر دو با برابرست xz و xy صفحه�های موازی زوايای تعداد مجموع پس

Y + Z = ۲A

مشابه: طور به و
X + Z = ۲B, X + Y = ۲C

ثابت قسمت اين حکم بنابراين و دارند يک�سانی Zزوجيت و Y ،X عدد سه هر که می�شود نتيجه معادله سه اين از که
می�شود.

داشته می�تواند شکل دو تنها نيستند هم�صفحه رئوسش همه�ی که شبکه�ای ضلعی ۶ يک (الف) قسمت به توجه ب.با
باشد.

باشد. داشته زاويه دو مختصاتی صفحه�ی سه از يک هر موازی •

باشد. نداشته زاويه�ای سوم صفحه�ی موازی و زاويه ۲ ديگری موازی زاويه، ۴ مختصاتی صفحه�های از يکی •موازی

عمود خطی مستطيل هر مرکز از کنيد. تفکيک مشترکند ضلع يک در که مستطيل دو به را چندضلعی اول حالت در
دو هر صفحه�ی به آن�ها مشترک ضلع وسط و مستطيل دو مرکز از گذرنده صفحه�ی کنيد. رسم آن از گذرا صفحه�ی بر
قطع را يک�ديگر درنتيجه و دارند قرار صفحه اين روی مستطيل�ها مرکز از گذرا عمود خط دو پس است. عمود مستطيل

است. فـاصله يک به شبکه�ای ۶ضلعی رئوس همه�ی از آن�ها تقـاطع محل می�کنند.
۲ برابر محور يک راستای در اضلاع تعداد برابر دو (الف)، قسمت معادلات طبق نيست. امکان�پذير دوم حالت می�کنيم ثابت
۶ضلعی اضلاع روی اگر باشد. x محور محور، اين کنيد فرض داريم. ضلع يک فقط محور يک راستای در يعنی شد. خواهد
تغيير ديگر مقدار اين و می�يابد کاهش يا xافزايش مختصه�ی xمقدار محور راستای ضلع از عبور با کنيم حرکت به شروع

نمی�رسيم. ابتدايی رأس به وقت هيچ نتيجه در نداريم، راستا اين در ديگری ضلع زيرا نمی�کند
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دارد. وجود چندضلعی�ای چنين بله؛ پ.
می�کنيم: تعريف زير صورت به را چندضلعی اين رئوس دهيم. ,A۱نمايش A۲, . . . , A۲۰۱۴ با را آن رئوس کنيد فرض

An =



(k, k, ۰) n = ۲k + ۱, ۱ ≤ n ≤ ۱۰۰۷
(k, k − ۱, ۰) n = ۲k, ۱ ≤ n ≤ ۱۰۰۷
(۵۰۳− k, ۵۰۳− k, ۱) n = ۱۰۰۷+ ۲k + ۱, ۱۰۰۸ ≤ n ≤ ۲۰۱۴
(۵۰۳− k, ۵۰۳− k + ۱, ۱) n = ۱۰۰۷+ ۲k, ۱۰۰۸ ≤ n ≤ ۲۰۱۴

دهيم نشان است (کافی می�گذرد چندضلعی اضلاع همه�ی وسط −۲xاز ۲y+ ۲z = ۱ صفحه�ی که ديد راحتی به می�توان
است). منفی آن ديگر سر در و مثبت آن سر يک در ۲x− ۲y + ۲z − ۱ مقدار ضلع هر برای

هستند. مثلث يک اضلاع مختلف راستاهای در زاويه�ها تعداد می�کنيم ثابت (الف) قسمت معادلات از استفـاده با ت.ابتدا
X + Y + ۲Z = ۲A+ ۲B

پس:
۲C + ۲Z = ۲A+ ۲B,C + Z = A+B

نتيجه: در و
C < A+B

است. برقرار هم ديگر راستاهای مورد در نکته همين به شبيه و
می�دانيم باشد. مثلث ضلع aبزرگ�ترين که کرد فرض می�توان مسئله کليت از کم�شدن بدون قسمت، اين عکس مورد در

.n = b+c−a
۲ می�کنيم تعريف +bو c > a

محور موازی ميان در يکی اضلاع که صورت اين به می�کشيم y و x محورهای راستای در ضلع b+a−c
۲ ،xy صفحه�ی روی

(اگر می�کشيم z و x محور راستای در اضلاع از تا c+a−b
۲ اندازه�ی به ،xz موازی صفحه�ی روی سپس yباشند. محور و x
می�کنيم.) انتخاب ضلع هر از c+a−b

۲ اندازه�ی به بود، +aفرد b+ c

دو صفحه، اين توسط و می�کنيم رسم ضلع هر از nتا ميان در يکی می�مانند. zباقی� و y ضلع�های از nتا فقط اين�جا در
می�کنيم. متصل هم به را ديگر صفحه�ی
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تابع! يک از جمله�ای چند .۶ شماره سؤال
(برای می�کند fتعريف برد به f برد از پوشا تابع يک p چندجمله�ای وضعيتی چنين در که می�دهيم نشان هرچيز از قبل

می�دهيم). R(f)نمايش با را f برد نمادگذاری راحتی
داريم: باشد، y ∈ R(f) اگر

y ∈ R(f) ⇒ ∃x ∈ R; f(x۰) = y ⇒ p(y) = p(f(x۰)) = f(p(x۰)) ⇒ p(y) ∈ R(f)

عنصر y ∈ R(f) کنيد فرض است، پوشا تابع اين دهيم نشان اين برای می�کند. تعريف خودش R(f)به از تابعی p پس
کل روی فرد درجه چندجمله�ای هر که کنيد دقت حال .f(x۰) = y که هست x۰ ∈ R صورت اين در باشد. دل�خواهی
مقدار هر از بزرگ منفی مقـادير برای و بزرگ�تر مقداری هر از مثبت بزرگ مقـادير برای (مقدارش است پوشا حقيقی اعداد

نتيجه: در .p(z) = x۰ که يافت z ∈ R می�توان پس بود). خواهد پوشا پيوستگی به توجه با و می�شود کوچک�تر
y = f(x۰) = f(p(z)) = p(f(z))

می�شود. تمام ما استدلال بنابراين و می�شود yتصوير به p تحت R(f) در f(z) عنصر پس

p(x)− x چندجمله�ی است بيش�تر يک pاز درجه�ی که اين به توجه با باشد. نامتناهی fمجموعه�ای برد کنيد فرض .۱
که يافت N > ۰ می�توان يعنی نمی�دهد، علامت تغيير بعد به جايی از

x > N ⇒ p(x) > x, x < −N ⇒ p(x) < x

گونه�ای به ,x۰را y۰ ∈ R(f) صورت اين در باشد. منفی عدد بی�نهايت و مثبت عدد بی�نهايت fشامل برد کنيد فرض
p تحت R(f) از عنصری تصوير بايد R(f) ∩ [y۰, x۰] عناصر تمام کنيد دقت .y۰ < −N < N < x۰ که می�کنيم انتخاب
حالت در و بزرگ�تر خودش از آن تصوير اول حالت در زيرا y۰باشد، از کم�تر يا x۰و از بزرگ�تر نمی�تواند عنصر اين اما باشند.
هستند. pتحت مجموعه اين خود تصوير همگی R(f)∩ [y۰, x۰] عناصر پس بود. خواهد کوچک�تر خودش از آن تصوير دوم
مجموعه اين که اين به توجه با پس می�گيرد. قرار مجموعه اين از خارج در y۰هم و x۰ خود تصوير که کنيد توجه حال
عنصرهای روی p تابع اعمال با که دارد وجود آن از عنصری لزوماً است)، متناهی بازه اين صحيح (اعداد است متناهی
f برد که حالت�هايی می�توان بالا استدلال در جزئی تغييری با دارد. تناقض بودن پوشا با اين که نمی�شود R(f)پوشيده

کرد. رد هم را می�شود شامل� را منفی عدد متناهی يا مثبت عدد متناهی تنها

يک حداقـل پس دارد. خواص همين هم p(x) − x است، يک از بيش�تر درجه�ی با فرد درجه pچندجمله�ای چون .۲
x مقـادير برای صورت اين در ندارد. x۰ جز به جوابی p(x) = x کنيد فرض می�ناميم. x۰ را آن که دارد حقيقی ريشه�ی
از ريشه�ای a اگر که کنيد توجه ديگر سوی از بود. خواهد p(x) < x ،x۰ از کم�تر مقـادير برای p(x)و > x ،x۰ از بيش�تر
فرض طبق x۰ چون حال است. معادله اين از ريشه�ای f(a)هم يعنی اين و p(f(a)) = f(p(a)) = f(a) باشد، p(x) = x

f برد اعضای x−m < · · · < x−۱ < x۰ < x۱ < · · · < xn کنيد فرض .f(x۰) = x۰ �می�گيريم نتيجه است، ريشه� تنها ما
تناقض هستند، f برد در مجدداً pتحت f برد اعضای تصوير که موضوع اين با اين و p(xn) > xn باشد، n > ۰ اگر باشند.
f برد بنابراين و m = n = ۰ پس است. تناقض مجدداً اين p(x−m)و < x−m باشد، m > ۰ اگر ترتيب همين به دارد.

نيست. چنين که بود شده فرض سؤال صورت در که است عضوی تک

می�توان درون�يابی کمک به صورت اين در باشند. دل�خواه متمايز صحيح +mعدد ۱ = n ،z, y۱, . . . , ym کنيد فرض .۳
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که يافت حقيقی ضرايب با چندجمله�ای
p(z) = z, p(y۱) = y۲, p(y۲) = y۳, . . . , p(ym) = ym+۱

می�گيريم.) نظر در m پيمانه�ی به را yiها (انديس�
کرد فرض می�توان xk(x − z)(x − y۱) · · · (x − ym) با درون�يابی از حاصل چندجمله�ای کردن جمع با لزوم صورت در
تعريف زير صورت را f تابع x حقيقی عدد هر برای حال است. فرد درجه�ی از و تکين بالا خاصيت با p چندجمله�ای

می�کنيم:

f تابع ترکيب بار k (منظور pk(x) = yi که يافت k نامنفی صحيح عدد بتوان x حقيقی عدد برای اگر اول. حالت •
پيمانه�ی به (انديس�ها می�کنيم تعريف yi−k برابر را f(x) ،۱ ≤ i ≤ m يک برای می�شود) فرض f ۰(x) = x و است
pk(x) که باشد نامنفی صحيح عدد کوچک�ترين k اگر که چرا ندارد، ابهامی تعريف اين که کنيد توجه هستند). m

(i + s) − (k + s) = i − k چون و pk+s(x) = yi+s نامنفی صحيح s هر برای باشد، yj مثلاً yiها از يکی برابر
(.f(yi) = yi تعريف اين با خاص صورت (به کنيم. استفـاده f تعريف برای يک کدام از که نمی�کند فرقی است،

می�کنيم. تعريف z را f(x) نشود، yiها برابر pk(x)ها از يک هيچ� x حقيقی عدد برای اگر دوم. حالت •

دارد. را مسئله خاصيت تعريف نحوه�ی اين که می�کنيم ادعا

حال .yj−k = yi و pk(x) = yj که دارد وجود ۱ ≤ j ≤ m و k نامنفی صحيح عدد يعنی ،f(x) = yi اگر •
.f(p(x)) = yj+۱−k = yi+۱ = p(yi) = p(f(x)) پس pk(p(x)) = p(yj) = yj+۱

برابر هيچ�گاه هم pk(p(x))ها = pk+۱(x)پس نمی�شوند، yiها برابر هيچ�گاه pk(x)ها يعنی باشد، f(x) = z هم اگر •
.f(p(x)) = z = p(z) = p(f(x)) بنابراين و بود نخواهند yiها

می�رسد. پايان به کار ترتيب اين به
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ماشين! تعمير .۷ شماره سؤال
قرارداد: چند ابتدا

می�گوييم. «هم�رنگ» را يک�سان خروجی با وضعيت دو و می�کنيم تعبير آن رنگ به را وضعيت هر خروجی اولاً
.I = {a, b, c, . . . } می�کنيم: استفـاده خاصی فونت از ورودی حروف نمايش برای ثانياً

s وضعيت از w کلمه�ی کردن وارد از پس که وضعيتی و می�گوييم کلمه يک را (I (اعضای ورودی حروف از دنباله يک ثالثاً
.sw = t(t(s, a), b) ،w = ab اگر و sa = t(s, a) مثلاً می�دهيم. نشان sw با را می�رسيم آن به

ثابت n − p روی استقرا با را حکم است. نامنفی عددی n − p پوشاست، o : S → C تابع فرض بنابر که آنجايی از .۱
و دارد وجود خروجی و وضعيت�ها بين تناظر يک حالت اين در چون است، واضح n− p = ۰ يعنی استقرا، پايه�ی می�کنيم.

داد. تشخيص خروجی مشاهده�ی با را ماشين وضعيت می�توان حرفی، هيچ کردن وارد بدون نتيجه در
داريم: احتياج زير لم به استقرا، گام اثبات برای

نباشند. هم�رنگ ta و sa که دارد وجود I از a مانند عضوی و t و s هم�رنگ وضعيت دو باشد، p از بيش�تر n اگر لم.

دارد. وجود t̃ و s̃ مانند متفـاوت هم�رنگ وضعيت دو است، کم�تر وضعيت�ها تعداد از رنگ�ها تعداد اينکه به توجه اثبات.با
اين با کلمه�ی کوتاهترين را w کند. تفکيک هم از خروجی نظر از را t̃ و s̃ که می�شود يافت کلمه�ای مسأله، فرض بنابر
است، يک�سان دستگاه خروجی ،w از کوچک�تر کلمه�ی هر کردن وارد و t̃ و s̃ از شروع با بنابراين بگيريد. نظر در خاصيت
و است متغير يک a) .w = w̃a يعنی باشد، a برابر w حرف آخرين کنيد فرض حال است. متفـاوت t̃w و s̃w خروجی ولی
هستند هم�رنگ t و s ،t = t̃w̃ و s = s̃w̃ دهيم قرار اگر پس کنيد!) توجه ابتدا در قراردادمان به ،I از خاص عضو يک نه

نيستند. هم�رنگ ta = t̃w و sa = s̃w ولی

لم بنابر است. صادق n − p کم�تر مقدار با ماشين�های همه�ی برای حکم و n − p > ۰ کنيد فرض استقرا ادامه�ی در
همان با را M̃ ماشين نباشند. هم�رنگ ta و sa که دارد وجود a حرف و (c۱ رنگ به (مثلاً t و s هم�رنگ وضعيت دو
خواهد که صورتی به - آن خروجی�های فقط که بگيريد نظر در وضعيت تغيير قـاعده�ی و I ورودی�های ،M وضعيت�های
دل�خواه وضعيت خروجی بگيريد. نظر در (M خروجی�های (مجموعه�ی C از بيرون c′′ و c′ عضو دو است. يافته تغيير - آمد
باشد، c۱ ،M در آن خروجی اگر و بگيريد M در u خروجی باشد، داشته c۱ از غير رنگی M در که صورتی در را M̃ در u

n با ماشين يک M̃ تعريف، اين با کنيد. تعريف c′′ اين�صورت غير در و c′ باشد، sa برابر M در ua رنگ اينکه به بسته
است. صادق آن برای حکم استقرا فرض بنابر که است خروجی p+ ۱ و وضعيت

vw و uw خروجی که دارد وجود n− p− ۱ حداکثر طول به w کلمه�ی می�دانيم بگيريد. نظر در را v و u وضعيت دو حال
متفـاوت هم M در آنها خروجی وضوح به باشند، c′′ و c′ از غير رنگی به vw يا و uw از يکی اگر نباشد. يک�سان M̃ در
رنگ ،M̃ در رنگ�ها تعريف به توجه با است. c′′ رنگ به vw و c′ رنگ به uw کرد فرض می�توان اين�صورت غير در است.
طول که wa يا و w کلمات از يکی صورت هر در پس نيست. يک�سان sa رنگ با vwa رنگ و است يک�سان sa با uwa

می�گيرند. v و u از متفـاوتی خروجی دارند، n− p حداکثر

(يعنی وضعيت�ها کل مجموعه�ی از S۱ عضوی n۱ زيرمجموعه�ی يک در ماشين کنونی وضعيت که بدانيم کنيد فرض .۲
کلمه�ای قبل، قسمت بنابر است. t و s مانند عضو دو شامل S۱ باشد، ۱ از بيش�تر n۱ اگر اين�صورت در دارد. قرار (S
از شروع با w کردن وارد از پس دستگاه خروجی پس باشند. ناهم�رنگ tw و sw که دارد وجود n حداکثر طول با w مانند
خروجی و کنيم وارد را w است، S۱ � در وضعيت اينکه دانستن با کنيد فرض حال نيست. يک�سان S۱ وضعيت�های همه�ی
مانند اکيد زيرمجموعه�ای می�دهند، را c رنگ w کردن وارد از پس که S۱ وضعيت�های تمامی باشد. c رنگ به مثلاً نهايی
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Tw = {(t۱)w, . . . , (tk)w}وضعيت�های از wيکی کردن وارد از پس دستگاه پسوضعيت هستند، S۱ از T = {t۱, . . . , tk}

دارد. عضو S۱ از کم�تری تعداد که است
وضعيت يک به نامشخصی وضعيت هر از را ماشين که کرد ارائه n۲ حداکثر طول به دستورالعمل يک می�توان ايده اين با
برای که احتمالاتی تعداد می�توان ،n حداکثر طول به کلمه يک کردن وارد با مرحله هر در که ترتيب اين به برساند، معلوم

کرد. مشخص را ماشين وضعيت نهايتاً و کرد کم�تر دارد وجود ماشين کنونی وضعيت
کرد. استفـاده بالا ايده�ی با مشابه کاملاً اثباتی و زير لم از n۲می�توان

۲ کران اثبات برای
max(n − n۱ − حداکثر طول با کلمه�ای اين�صورت در باشد. وضعيت�ها از n۱عضوی زيرمجموعه�ای S۱ کنيد فرض لم.

نيست. يک�سان آن، کردن وارد از S۱بعد اعضای خروجی که دارد وجود p+ ۲, ۰)

روی قبل قسمت مانند لم، کلی حالت اثبات برای است. سؤال اول قسمت همان بالا لم در n۱ = ۲ خاص حالت اثبات.
می�افتد. اتفـاقی چه ،n۱ ≥ n− p+ ۲ اگر که کنيد بررسی و بزنيد استقرا n− p
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هيچ! ديگر و Kn .۸ شماره سؤال
است. شده نوشته xn تا x۱ راست به چپ از ترتيب به آن خانه�های در که نظربگيريد در ×۱ای n جدول

نسبت صورت اين به را xiها از چندجمله�ای يک ،۱× ۲ و ۱× ۱ کاشی�های n×۱با جدول اين از کاشی�کاری هر به ما حال
مربوط خانه�ی متغير ×۱تنها ۱ کاشی�های برای و آن خانه�های متغيرهای مربع ×۱جمع ۲ کاشی هر برای که می�دهيم
چندجمله�ای تا می�کنيم ضرب هم در را مختلف کاشی�های به مربوط چندجمله�ای�های سپس می�گيريم. نظر در را آن به

دارد. وجود کاشی�کاری برای زير روش ×۱پنج ۴ جدول يک در مثال برای بيايد. دست به کاشی�کاری آن به مربوط

اين به x۱x۲x۳x۴ و x۱(x۲۲ + x۲۳)x۴ ،x۱x۲(x۲۳ + x۲۴) ،(x۲۱ + x۲۲)x۳x۴ ،(x۲۱ + x۲۲)(x
۲
۳ + x۲۴) چندجمله�ای�های ترتيب به که

را می�آيد دست به روش اين به ×۱که n جدول کاشی�کاری به مربوط چندجمله�ای می�شود. داده نسبت کاشی�کاری پنج
می�ناميم. Pn

مقـادير برای پس .P۱(x۱) = x۱ و P۰ = ۱ نتيجه در و داريم کاشی�کاری برای روش يک nتنها = ۰, ۱ وقتی که کنيد دقت
که کنيد دقت می�کنند. صدق بازگشتی رابطه�ی يک Kiدر و Pi که می�کنيم ادعا حال هستند. Kiيک�سان و Pi اوليه
چندجمله�ای�های همه�ی xnدر جمله�ی باشد، کاشی يک تنهايی به آخر خانه�ی nخانه�ای، جدول کاشی�کاری يک در اگر
x۲n−۱ + x۲n جمله�ی بگيرد، ۱قرار × ۲ کاشی يک در خانه اين اگر و می�شود ضرب nتايی − ۱ کاشی�کاری�های به مربوط
Pn = يعنی می�شود. ضرب nتايی − ۲ جدول کاشی�کاری�های به مربوط چندجمله�هايی همه�ی در کاشی اين برای

هستند. برابر هميشه هم با Qn و Pn پس .xnPn−۱ + (x۲n + x۲n−۱)Pn−۲

که می�رساند، جديد کاشی�کاری به را ما جدول تقـارن محور به نسبت کاشی�کاری هر قرينه�کردن که کنيد دقت اما
دست به اوليه کاشی�کاری چندجمله�ای xn−iدر با xi کردن جابه�جا از جديد کاشی�کاری آن� به مربوط چندجمله�ای
چندجمله�ای بايد بنابراين و نمی�دهد تغيير را کاشی�کاری�ها همه�ی مجموعه�ی کردن قرينه اين با که کنيد دقت اما می�آيد.

می�رسد. اثبات به مسئله حکم بنابراين و باشد ,Pn(xnيک�سان . . . , x۲, x۱) با Pn(x۱, x۲, . . . , xn)
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