
   1صفحه   ساختمان داده ها
 

 Array  آرایه ها

آرایـه نوعی ساختمان داده است که عناصر آن هم نوع بوده و هر یک از عناصر با یک اندیس به صورت                  
 آرایه های . دو بعدی و یا چند بعدی باشد      , آرایـه مـی تواند یک بعدی        . مسـتقیم قابـل دسـتیابی اسـت       

 .دو بعدی را با نام ماتریس می شناسیم

[L1 … U1 , L2 … U2 , Ln … Un] 

Array [L … U] of items 
 U – L + 1 = تعداد عناصر آرایه

 [Un – Ln + 1][U2 – L2 + 1][U1 – L1 + 1] = تعداد عناصر آرایه n بعدی

)فضای مورد نیاز(فضای اشغال شده توسط آرایه   = (U – L +1) × n 

 در A25 باشد 1000آرایه در حافظه  اگر آدرس شروع Float [200]در یـک آرایـه بـه نام    : مـثال  
 .کدام آدرس قرار دارد

A[i] = (i – L) × n + α  
 1100 = 1000 + 4 × (0 – 25) = محل عنصر iام در حافظه

 
 .آرایه های دوبعدی یا ماتریس ها به دو روش در حافظه ذخیره می شوند
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 Row Major روش سطری  .1
0 1 2 3 4 5 
2 5 1 6 3 4 

 سطری

 
 Column Major روش ستونی   .2

0 1 2 3 4 5 
2 1 3 5 6 4 

 ستونی

 

A : Array [L1 … U1 , L2 … U2] of items 
 [U1 – L2 + 1][U1 – L1 + 1] = تعداد عناصری

n +  α × [(j – L2) + (U2 – L2 + 1) × (i – L1)] = آدرس A[i , j] در روش سطری

n +  α × [(i – L1) + (U1 – L1 + 1) × (j – L2)] = آدرس A[i , j] در روش ستونی
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 . آدرس های خواسته شده را محاسبه نمائید,طبق آرایه زیر : مثال 

       L1 … U1  L2 … U2  
A : [1 … 3 , 1 … 2]  == == در زبان C داریم    A[3][2] 
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A [3 , 2] = (3 – 1) × (2 – 1 + 1) + (2 – 1) = 2 × 2 + 1 = 5  روش سطری 
A [3 , 2] = (2 – 1) × (3 – 1 + 1) + (3 – 1) = 1 × 3 + 2 = 5  روش ستونی 
A [1 , 2] = (1 – 1) × (2 – 1 + 1) + (2 – 1) = 1    روش سطری 
A [1 , 2] = (2 – 1) × (3 – 1 + 1) + (1 – 1) = 3    روش ستونی 

 
 1000 اگر این آرایه از محل A [1 ... 100 , 1 ... 26] of integerدر یک آرایه به شکل : تمرین 

 در روش A [20 , 4] در روش سطری و محل داده A [60 , 6]حافظـه شروع شده باشد محل داده  
 .ستونی کدام آدرس حافظه است

A [60 , 6] = (60 – 1) × (26 – 1 + 1) + (6 – 1) × 2 + 1000 = 4078 

A [20 , 4] = (4 – 1) × (100 – 1 + 1) + (20 – 1) × 2 + 1000 = 1638 

 
فر باشند  در آرایـه هـای دو بعـدی مربعی یا ماتریس های مربعی که کلیه عناصر بالای قطر اصلی آن ص                    

یـک ماتریس پایین مثلثی تشکیل می گردد و برعکس اگر کلیه عناصر پایین قطر اصلی آن صفر باشند                   
در یـک ماتـریس پایین مثلثی یا بالا مثلثی حداکثر   . یـک ماتـریس بـالا مثلثـی تشـکیل خـواهد شـد            

 . اندازه هر بعد ماتریس استn عنصر غیر صفر داریم که 
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6 = بالا مثلثی 
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3 + )(  حداکثر عناصر غیر صفر 

 
A [i , j] = 0  i > j =====> ماتریس بالا مثلثی 
A [i , j] = 0  i < j =====> ماتریس پایین مثلثی 
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 خواهند بود  اگـر انـدازه ابعـاد ماتریس های مثلثی افزایش یابند این ماتریس ها حاوی تعداد زیادی صفر                 
کـه ذخیـره کردن سطری یا ستونی ماتریس به طور کامل در حافظه باعث هدر رفتن بخشی از فضای                    

به همین دلیل ماتریس های مثلثی را بصورت سطری یا ستونی بدون در نظر گرفتن               . حافظـه مـی گردد    
 .صفرها در حافظه ذخیره می کنند

j سطری <===== پایین مثلثی
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ی <=====  بالا مثلثی
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 جمع ماتریس ها

 جمع شده و نتیجه نیز  با یک ماتریس حتماً باید یک ماتریس , در جمـع دو ماتریس     
mیک ماتریس    در این عملیات عناصر دو آرایه نظیر به نظیر با یکدیگر جمع خواهند     .  خواهد شد  ×

 .شد

nm ×nm ×

n

nmnmnm CBA ××× =+  

for (i = 0 , i < m , + + i) 

for (j = 0 , j < n , + + j) 
ijijij baC +=  

 
 ضرب ماتریس ها

 با یکدیگر ضرب شده و ماتریس بدست         و یک ماتریس     یـک ماتـریس     , در عمـل ضـرب      
آمده نیز دارای سطر و ستونهایی می باشد که سطر ماتریس بدست آمده با تعداد سطرهای ماتریس اول              

 .و ستون ماتریس بدست آمده با تعداد ستونهای ماتریس دوم برابر است
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    3 × 4      ×       4 × 2    =      3 × 2 

for (i = 0 , i < m , + + i) 

for (j = 0 , j < n , + + j) 

{ 
0Cij =  

for (k = 0 , k < L , + + k) 
ijkjikij CbaC +×=  

} 
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 .اتریس مثال قبل بدست آورید را در حاصلضرب دو مC [1 ,0]مقدار : تمرین 

پس بنابراین  .  کنیم Trace بالا را    forبرای بدست آوردن مقدار خواسته شده باید حلقه های          : جـواب   
 : داریم 

=ijC 0 

ijkjikij CbaC +×=  

=ijC  2  ×  1  +  0 = 2 

=ijC  5  ×  0  +  2 = 2 

=ijC  3  ×  1  +  2 = 5 

=ijC  1  ×  3  +  5 = 8 
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 ترانهاده

 .اده یک ماتریس را بدست آوریم جای سطرها و ستونهای ماتریس عوض می شوندبرای اینکه ترانه
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nmA ×  

for (i = 0 , i < m , + + i) 

for (j = 0 , j < n , + + j) 

A [j] [i] = A [i] [j] 
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 جستجوی خطی در آرایه

Array A[n] , x 

Int search (A[n] , x) ; 

{ 

 int i = 1 ; 

 while (i <= n && A[i] != x) 

  i + + ; 
 if (i > n ) return – 1 // داده پیدا نشده 
 else return i // داده در محل اندیس آرایه است 

} 
1 2 3 4 5 
1 5 2 8 6 

 

n x i A[i]  
5 8 1 
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      x = A[4] 

 

  آرایه های مرتبجستجوی دودویی برای

Int bsearch (A[n] , int x , int L , int U) 

{ 

 int i ; 

 while  

 { 

  i = 



+
2

UL

 ; 

  if ( x < A[i] ) U = i – 1 

  else if ( x > A[i] ) L = i + 1 
   else return i // است i داده در اندیس 

 } 
 return – 1 // داده پیدا نشده است 

} 
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x i L U A[i] 
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 جمع دو چندجمله ای بوسیله آرایه

P(x) = anxn + an–1xn–1 + …. + a2x2 + a1x + a0 
an an–1 an–2 …. a1 a 

 

P(x) = 3x2 + 5x + 2 

P(x) = 3x3 + 3 

 

 

 

P(x) x100 + 2 

فه و حذف در آن از یک طرف لیست انجام           اضا             
Last In Fiبدین معنی که آخرین .  می گویند

با افزودن داده   .  پشته می گویند   topی پشته را     
برای خارج کردن   .  از پشته قرار می گیرد     topل   

 top خارج می گردد و متغیر       Stack گرفته از     
 می تواند تا    top,  عضوی   nن داده به یک پشته           

Top = 0  === ه خالی است  
Top = n === شته پر است 

pکردن می شناسیم  .Push (x) داده x را در 
 . ذخیره می کندx را در متغیر 

x = pop  pop (x) ≡

ضریب
وان
0 3 5 2 + 
 

3 0 0 3  
                                   = 
3 3 5 5  
1 2 
 0 100 ت
 
Stackیا پشته  

Stackلیسـتی اسـت کـه اعمـال ورودی و خروجی یا 
rst Owt (LIFO)به این جهت به آن لیست . می شود

عنصر بالای. اولین خروجی خواهد بود   , ورودی بـه پشته     
 مح یکی زیاد شده و داده در      topمتغیـر   , روی پشـته    

 قرارtopیـک عنصـر از پشـته نیـز داده ای که در محل               
 صفر است و با افزودtopمقدار اولیه   . یکی کم می شود   

 . تغییر کندnمقدار 

 پشت
 پ

op کردن و pushدو عمـل اصـلی بـرای پشـته ها را با     

 عنصر بالای پشتهpopبالای پشته قرار می دهد و عمل 
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Stack : Array [1 .. n] of items 
int pop ( ) void push (int x) 
{ { 
     int x ;      if (top = = n) 
     if (top = 0)      { 
     {           C out << “ پشته پر است “ ; 
          C out << “ پشته خالی است “ ;           return – 1 ; 
          return – 1 ;      } 
     }       else 
     else       { 
     {            top + + ; 
          x = Stack [top] ;           Stack [top] ; 
          top = top – 1 ;      } 
     }  } 
     return x ; 
} 

  چقدر است؟C و B و Aمقدار نهایی : مثال 

n = 5  A = 10  B = 2  C = 5 

push (B) 

push (A + B) 

pop (C) 

push (A – B) 

push (C) 

push (B) 

pop (A) 

pop (B) 

push (A ×  B) 

push (C) 

push (A) 

pop (B) 

pop (C) 

pop (A) 

2 
2 
12 
12 
2

 

 
12 
24 
8 
A B C 

10 2 5 

2 12 12 

24 2 12 
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 پشته های چندگانه

 برای نشان دادن بالاترین top1برای پیداسازی دو پشته در یک آرایه نیاز به دو متغیر      : پشته دوگانه   
 در جهت عکس یکدیگر     top2 و   top1.  برای بالاترین عنصر پشته دوم داریم      top2شته اول و    عنصر پ 

 . استtop2 = n + 1 و مقدار اولیه top1 = 0مقدار اولیه . حرکت می کنند

top1 = 0   ===   خالی است1پشته  

top2 = n + 1  ===   خالی است2پشته  

top2 = top1 + 1  ===  آرایه پر است 

 

 

ستخراج                  
ته قرار                          

 در 2د 
p  شود 

  2 
pu
pu
p
p
pu
p
pu
p

 
 طوریکه   
         1           n 
       
 

 

 
 نباله های قابل قبول در پشته هاد

هرگاه اعدادی را به صورت مرتب شده صعودی داشته باشیم و بخواهیم اعداد دیگری را از آن ا
کنـیم بایـد ایـن قانـون را راعایـت کنـیم کـه اعـداد بزرگتر در صورتیکه اعداد کوچکتر در پش

عد.  را در نظر می گیریم   1 , 2 , 3 , 4 اعداد   مثلاً. نگـرفته انـد حق قرار گرفتن در پشته را ندارند          
ush زمانی می تواند     3 شده باشد و عدد      push 1 شود که حتماً عدد      pushصـورتی مـی تـواند       

 . شده باشندpush قبلاً 2 و 1که اعدا 

  ؟کدامیک از اعداد زیر را می توانیم تولید کنیم.  را داریم1 , 2 , 3 , 4چهار عدد : مثال 

4  3  1 2  4  1  3  1  4  2  3  1  3  2  4  2  1  3  4  
push 1 
push 2 
push 3 
pop 3 

push 1 
push 2 
push 3 
push 4 
pop 4 

push 1 
push 2 
push 3 
push 4 
pop 4 
pop 3 

sh 1 
sh 2 

op 2 
op 1 
sh 3 

op 3 
sh 4 

op 4 
 قابل تولید نیست

push 1 
push 2 
push 3 
pop 3 
pop 2 
push 4 
pop 4 
pop 1 

 قابل تولید نیست قابل تولید نیست

 داشته باشیم بc و   b و   aو سه عدد    ) 1  2  3  4(اگـر اعـداد بـه صـورت صـعودی داده شوند             
b < c < a در اینصورت دنباله abcقابل تولید نیست . 

↑  
top1    ↑  

top2 = n + 1 
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 ارزشیابی عبارت

 اولویت عملگر

 : را داشته باشیم اولویت عملگرها را به صورت زیر می نویسیم b + c / d × aبطور کلی اگر عبارت 

1. ( ) 
2. Not , – (قرینه) , توان 

3. and , ×  , / , mod 

4. OR , +  , – 

5. < , > , < = , > = , < > (! =) 
 .ردد که سمت چپ باشدبین عملگرهایی که اولویت مساوی دارند عملگری زودتر محاسبه می گ: نکته 

 روش نمایش عبارات محاسباتی

 infix  a + b میانوندی

 + postfix ab  پسوندی

 prefix  + ab پیشوندی

 
 تبدیل عبارات میانوندی به پسوندی و پیشوندی بدون استفاده از پشته

 پرانتز گذاری -1

 .یمدرون هر پرانتز عملگر را به سمت چپ منتقل می کن, برای تبدیل به پیشوندی  -2

 .درون هر پرانتز عمگلر را به سمت راست منتقل می کنیم, برای تبدیل به پسوندی  -3

 .پرانتزها را حذف می کنیم -4

 :مثال 

( )( )( ) ( )( )cbacba /−↑×+  

 

 

 

 

 

 
postfix = ( )( ) ( )( ) −+×↑=+×↑ // bcabcabccaba  

prefix = bccaba /↑×+−  

1 

2

3 

4

5 
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 postfix به infixاستفاده از پشته در تبدیل عبارات 

 . را از چپ به راست پیمایش می کنیمinfixعبارت  -1

 . می کنیمpushپرانتز باز را در پشته  -2

 .عملوندها را در خروجی می نویسیم -3

 پشته دارای عملگری با اولویت بیشتر یا مساوی         topدر صـورتیکه به یک عملگر رسیدیم اگر          -4
رده و در خروجی     ک pop پشته را    top مـی کنـیم در غیـر اینصـورت عملگر            pushنـبود آنـرا     
 .می نویسیم

 . می کنیم تا به اولین پرانتز باز برسیمpopهرگاه به پرانتز بسته رسیدیم آنقدر  -5

 :مثال 

( )( )( ) ( )( )cbacba /−↑×+  

 

 

 

 

   −+×↑ /bcabca  ↑

    ×

 

 

 

cba ↑×+

 

 

 

  ↑

 
( 

 
( 
+ 
( 
( 

 
×  
+ 
 

 

 

 
 
 
/ 
( 
– 
 

 . بنویسیدpostfixعبارت زیر را به صورت , با استفاده از پشته : مثال 

cba /−  

 −+×↑ /bcabca  

 

 

 

 

 
/ 
– 
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 . بنویسیدpostfixعبارت زیر را به صورت , با استفاده از پشته : مثال 

cbacba /)( −↑×+  

 

 

  −+↑× /bcaabc  ×
 

 
ته عملوندها و    

i   به postfix 
دن هر عملگر    

 در  prefixل         

cba ×+ )(
   

×    
( ↑  /
+ -  

ba ×↑+− /

cba ↑×+

  
-  
( + 
↑  ( 
× × 
+  

ی این منظور   

 
( 
+ 
  

 

  
↑  / 
–  
یکی پش.  از دو پشته استفاده می کنیم      prefix بـه عبارات     infixبـرای تـبدیل عـبارات       
nfix کردن در پشته عملگرها مانند تبدیل        pop کردن و    push. یگری پشته عملگرها  د

 شpopدر صورت   .  می کنیم  pushبا رسیدن به هر عملوند آنرا در پشته عملوندها          . است
 شده و با عملگر مربوطه به شکpopدو عملوند بالای پشته عملوندها      , از پشته عملگرها    

 . استpostfix به infixبقیه قوانین مانند قوانین .  می شودpushپشته عملوندها 

 . بنویسیدprefix به infixعبارت زیر را بوسیله پشتبه از : مثال 

bcad ×−↑ /  
      
  c d a d 

 ×  b ×bc ↑ ×bcd /↑ ×bcda 
  a bcdaa ×↑+ /  

cdcda ×  
 . کنید تبدیلprefix زیر را بوسیله دو پشته به infixعبارت : مثال 

( ) ( )adcb2 +×− /  

       
  b     
  2 -2b a   
  c ↑ c-2b c d +da
/  b ×b↑ c-2b × ×b↑ c-2b /× ×b c-2bc+da ↑  
  a           +a/× ×b↑ c-2bc+da 

 
 xinfi به postfixتبدیل عبارت 

برا.  تبدیل کرد  infix ورودی را به     postfix مـی توان رشته      Stackبـا اسـتفاده از یـک        
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با رسیدن به هر    .  می شود  pushهر عملوند درون پشته     .  را از چـپ پـردازش می کنیم        postfixرشـته   
ده  تولید ش  infixسپس عبارت   .  نوشته می شود   infix شده و بصورت     popدو عنصـر پشـته      , عملگـر   

پشته حاوی یک عنصر است که شکل       , در پایـان پردازش رشته ورودی       .  مـی شـود    pushدرون پشـته    
infix     خروجی  .  مـورد نظر می باشدinfix     عملوند  .  باید لزوماً پرانتزگذاری شده باشدtop   پشته سمت 

 .راست عملگر نوشته می شود

 :مثال 

abca↑ +bc/– ×
    
a    
c c a ↑ c  
b b×(c↑ a) b b/c 
a a+(b×(c↑ a)) (a+b×(c↑ a))–(b/c))  

 
 infix به prefixتبدیل عبارات 

مانند روش .  باید رشته ورودی را از سمت راست پردازش کنیم       infix به   prefixای تـبدیل عبارت     بـر 
 شده و   popدو عملوند بالای پشته     ,  می شوند و با رسیدن به هر عملگر          pushقبل عملوندها در پشته     

شته  پ topعملوند  .  می شود  push نوشته می شود و نتیجه در پشته         infixبـا عملگـر ورودی بصـورت        
 .سمت چپ عملگر قرار می گیرد

–+a×b ca/bc ↑
     
c b a   
b a (c a) ↑ (b×(c↑ a)) (a+(b×(c↑ a)) 
c (b/c) (a+b×(c↑ a) –(b/c)   

 
  و بالعکسprefix به postfixتبدیل عبارات 

 infix به همدیگر می توان آنها را ابتدا تبدیل به حالت میانی         prefix و   postfixبـرای تبدیل عبارات     
همچنین می توان . د را با روشهای گفته شده به حالت مطلوب تبدیل نمو      infixکـرده و سـپس عبارت       

با .  را با استفاده از الگوریتم قبلی به یکدیگر تبدیل کرد       prefix و   postfixبصـورت مسـقتیم عـبارت       
دو عملوند بالای پشته    , این تفاوت که هنگامیکه در حین پردازش رشته ورودی به یک عملگر رسیدیم              

pop           شـده و بـه جـای اینکه به infix       با عملگر ورودی در پشته push       شوند به هر کدام از حالتهای 
 . می شوندpush در پشته prefix یا postfixمورد نظر 
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 )queue(صف 

صـف لیستی است که عمل افزودن داده ها درون آن از یک طرف لیست یا انتهای لیست و عمل حذف                     
 FIFO (First In First Out)صف را لیست . داده هـا از سـمت دیگر یا ابتدای لیست انجام می شود  

در ساختمان داده صف دو     . اولین عنصر خروجی از صف نیز هست      , زیرا اولین عنصر ورودی     . مـی نامند  
صف را می توان با    .  بـه تـرتیب بـرای نشان دادن جلو و انتهای صف بکار می روند               rear و   frontمتغیـر   

 .استفاده از آرایه ها یا لیست های پیوندی پیاده سازی کرد

 تغییر کند که n می تواند از صفر تا rear و frontعضوی از عناصر بدانیم مقادیر  nاگر صف را آرایه ای     
 front = rear = 0  .  تعریف می کنیم rear و frontبرای صف در ابتدا مقادیر اولیه صفر را برای   

 باشد صف   n برابر با    rear برابر باشد صف خالی است و در صورتیکه          rear با   frontدر صورتیکه متغیر    
 . استپر

rear = n  ===  صف پر است 

front = rear  ===  صف خالی است 

حذف کردن داده ها از صف و افزودن داده ها به صف است که به ترتیب با                 , دو عمـل اصـلی بـرای صف         
delqueue   و Addqueue    تابع  .  نمـایش می دهیمAddqueue(x)        به این معنی است که عنصر x 

 قرار  x نیز مقدار جلوی صف را برداشته و در متغیر           delqueueبـه انـتهای صـف اضـافه شده است و            
 x = delqueue . می دهد

  از صفdelqueue و Addqueueپیاده سازی تابع 

queue : Array [1 .. n] of item 
 برای اضافه کردن    برای حذف کردن

void Addqueue (int x) int delqueue ( ) 
{  { 
 if (rear = = n)  if (front = = rear) 
  C out << “ صف پر است “ ;  { 
 else    C out << “ صف خالی است “ ; 
 {    return 0 ; 
  rear + + ;  } 
  queue[rear] = x ;  else 
 }   { 
}     front + + ; 
     x = queue[front] ; 
     return x ; 
    } 
   } 
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 . را بدست آوریدC و B و Aهایی با استفاده از توابع صفحه قبل مقادیر ن: مثال 

A = 5   B = 10  C = 2   n = 4 

Addqueue (A + B) 

Addqueue (C) 

Addqueue (B ×  C) 

A = delqueue ( ) 

B = delqueue ( ) 

Addqueue (B – A) 

 

 
A = 15  B = 2   

. شـته شـد یک صف خطی را پیاده سازی می کنند              
ر شدن است و در صورتیکه عناصر آن حذف شوند      
. مین دلیل صف را بصورت حلقوی تعریف می کنیم            

یدن به آخرین مقدار خود در صورت وجود شرایط            
 n – 1 عضوی را بصورت آرایه صفر تا nف حلقوی 

queue : Array [0 .. n – 1] of item 
 . قـــرار مـــی گیـــردqueue[0]صـــر بعـــدی در 

ن صف است ولی شرط پر بودن صف بدین ترتیب 

front = (rear + 1) mod n  ===  

front = rear    ===  

  باید صفرrear = n – 1 می شود و در صورتیکه 
 .ی مقداردهی می کنند

rear = (rear + 1) mod n 

front = (front + 1) mod n 
15 2 20 –13  
1 2 3 4 
Rear Front A B C 
0 0 5 10 2 
C = 2    پس بنابراین داریم:  

 
 ـ delqueue و   Addqueueتوابـع    ه صـورتیکه نو ب

مشـکل صـف خطی این است که تنها یک بار قابل پ
مواجه می شوید به ه» صف پر است    « نیـز با پیغام     

 از رسـ بعـد  front و   rear) دوار(در صـف حلقـوی      
ص. لازم مجـدداً مقادیـر اولـیه را مـی توانـند بگیرند     

 .تعریف می کنیم

 عنrear = n – 1در ایـــن حالـــت وقتـــی 
 به معنای خالی بودfront = rear صـف حلقوی  در

 .تغییر می یابد

 شرط پر بودن

 صف خالی است

 یکی اضافهrear, بـرای اضافه کردن به صف حلقوی  
 را با رابطه زیر در هر شرایطrearبدین منظور . بشود

 . نیز برقرار استfrontاین مسئله برای 

1 
2 
3 
4 

1 
2 

15 2 
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 برای اضافه کردن    برای حذف کردن

void Addqueue (int x) int delqueue ( ) 

{   { 

 rear = (rear + 1) mod n  if (front = = rear) 

 if (front = = rear)  { 
  C out << “ صف پر است “ ;   C out << “ صف خالی است “ ; 

 else    return 0 ; 

  queue[rear] = x ;  } 

}    else 

    { 

     front = (front + 1) mod n 

     x = queue[front] ; 

    } 

   } 

 

 

 
 :مثال 

r = 1 0 1 2 3 Addqueue [50] 
f = 0  50   
r = 2 0 1 2 3 Addqueue [20] 
f = 0  50 20  
r = 3 0 1 2 3 Addqueue [30] 
f = 0  50 20 30 
r = 3 0 1 2 3 delqueue ( ) 
f = 1  50 20 30 
r = 0 0 1 2 3 Addqueue [10] 
f = 1 10 50 20 30 

 



   17صفحه   ساختمان داده ها
 

 . بنویسیدpostfix و prefixعبارت زیر را بصورت : مثال 

( ) ( )21cb2abca2 /↑×−↑⇒−  

postfix = ↑−×↑ /12bc2a  

prefix = 12bc2a /×↑−↑  

 
 مرتب سازی

در مرتب سازی تعدادی عنصر که از ورودی داده شده اند را بر اساس کلیدشان بصورت صعودی یا نزولی                   
 .مرتب می کنیم

 
 )Selection Sort(مرتب سازی انتخابی 

در هر پیمایش .  بار پیمایش می شودn – 1 , (A[1..n]) عنصری nر مرتب سازی انتخابی یک آرایه د
با این روش آرایه از انتها مرتب       . بزرگتـرین عنصر در محل درست خود یعنی انتهای آرایه قرار می گیرد            

قرار دادن آن در    در مرتب سازی انتخابی می توان با انتخاب کوچکترین عنصر در هر پیمایش و               . می شود 
 .مرتب سازی را از ابتدای لیست انجام داد, محل درست خود یعنی ابتدای آرایه در هر پیمایش 

 :مثال 

10 5 8 20 
 

25 12  

10 5 8 
 

 پویش اول 25 12 20

10 5 8 
 

 پویش دوم 25 20 12
 

 پویش سوم 25 20 12 8 5 10
 

 پویش چهارم 25 20 12 10 5 8

 پویش پنجم 25 20 12 10 8 5
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 :برنامه کلی مرتب سازی انتخابی به شرح ذیل می باشد 

for (i = n ; i > 1 ; – – 1) 

{ 

 max = A[1] ; 

 index = 1 ; 

 for (i = 2 ; j < = i ; + + j) 

 if (A[j] > max) 

 { 

  max = A[j] ; 

  index = j ; 

 } 

 A[index] = A[i] ; 

 A[i] = max ; 

} 
 :مثال 

3 2 5 1 

1 2 3 4 

i j n max index 

4 2 4 3 1 

3 4  5 3 

 4  3 1 

 2    

 3    

 
حداقل جابجایی صفر و حداکثر     .  مقایسه داریم  n2حداکثر و حداقل    , در مـرتب سازی انتخابی      : نکـته   

 . بار خواهد بودnجابجایی نیز 
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 )Bubble Sort(مرتب سازی حبابی 

 بار پیمایش می شود و در هر پیمایش n – 1 , (A[1..n]) عنصری nدر مرتب سازی حبابی یک آرایه 
طول , در هر پیمایش . دو عنصـر متوالـی با یکدیگر مقایسه شده که در صورت لزوم جابجا خواهند شد         

 .آرایه پیمایش شده نسبت به مرحله قبل یکی کم می شود
10 30 50 40 90 20  

       
10 30 50 40 90 20 

  40 50 20 90 
 مرحله اول

10 30 40 50 20 90 
   20 50  

 مرحله دوم
10 30 40 20 50 90 

  20 40   
 مرحله سوم

10 30 20 40 50 90 
 20 30    

 مرحله چهارم

 مرحله پنجم 90 50 40 30 20 10
 مرتب سازی از انتهای لیست

for (i = 1 ; i < n ; + + i) 

 for (j = 1 ; j < = n ; + + j) 

 if (A[j]) > A[j + 1]) 

 swap (A[j] , A[j + 1]) ; 
 مرتب سازی از ابتدای لیست

for (i = 1 ; i < n ; + + i) 

 for (j = n ; j > = i ; – – j) 

 if (A[j]) < A[j – 1]) 

 swap (A[j] , A[j – 1]) ; 
 :مثال 

5 3 7 2  i j n 
1 2 3 4 1 4 4 
پویش اول 7 3 5 2 2 3  
    3 2  
  1  دومپویش 7 5 3 2
      4  

 »الگوریتم متعادل است « 
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 .حداقل تعداد جابجایی نیز صفر است.  جابجایی وجود داردn2در هر پویش امکان 

 
 مرتب سازی حبابی یهینه شده

for (i = 1 ; i < = x ; + + i) 

{ 

 sw = 0 ; 

 for (j = 1 ; j < n – 1 ; + + j) 

 if (A[j] > A[j + 1]) 

 { 

  sw = 1 ; 

  swap (A[j] , A[j + 1]) ; 

 } 

 if (sw = = 0) break ; 

} 

 
 )Insertion Sort(مرتب سازی درَجی 

ام در iپس عنصر .  عنصر اول لیست مرتب هستندi – 1در مـرتب سـازی درجـی فـرض شده است که     
 .جای صحیح خود قرار دارد

For (i = 2 ; i < = n ; + + i) 

{ 

 y = A[i] ; 

 j = i – 1 ; 

 while (j > 0 & & (y < A[j])) 

 { 

  A[j + 1] = A[j] ; 

  j = j – 1 ; 

 } 

 A[j + 1] = y ; 

} 
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50 60 40 20 10 30  i n y j 
1 2 3 4 5 6  2 6 60 1 
       3  40 2 

50 60 40     4  20 1 
       5  10 0 

50 40 60        3 
          2 

40 50 60        1 
          0 

10 40 50 60       4 
          3 
          2 
          1 
          0 

 
 . تا پویش داریم و در بهترین حالت نیز جابجایی نداریمnدر این جابجایی حداقل 

 
 .آرایه زیر را به روش درجی مرتب کنید: مثال 

      1 2 3 4 5 
n i j y  A 4 8 5 2 6 

           

5 2 1 8   4 8    
           

 3 2 5   4 5 8   
           

 4 1 2   2 4 5 8  
           

  3 6   2 4 5 6 8 
           

  2  
 

   
 

    
         

  1         
           

  0  
 

   
 

    
         

  4         
           

  3         
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 )merge sort(مرتب سازی ادغامی 

به  عنصری تبدیل nمـرتب سـازی ادغامـی مبتنـی بـر تقسـیم و حـل است و در روش ادغامی لیست                  
و سپس لیست های یک عنصری که مرتب        ) 2با تقسیمات متوالی بر     (لیسـت هـای یـک عنصـری شده          

هسـتند ادغـام شـده و لیسـت های دو تایی مرتب تشکیل می دهند و سپس لیست های دو تایی مرتب                       
ین شـده با هم ادغام می شوند و این فرآیند تا تولید لیست اولیه به صورت مرتب ادامه پیدا می کند که ا      

 .حالت نیز بصورت بازگشتی است
11 2 20 18 1 8 7 12 17 5 

 
11 2 20 18 1 8 7 12 17 5 

 
11 2 20  18 1 8 7 12  17 5 

 
11 2  20  18 1 8 7 12  17 5 

 
11  2  1 18 8 7  5 17 
 

2 11  7 8  
 

2 11 20  7 8 12  
 

1 2 11 18 20 5 7 8 12 17 
 

1 2 5 7 8 11 12 17 18 20 
 

Void mergsort (int L , int U) 

{ 

 int i ; 

 if ( L < U ) 

 { 

  i = ( L + U ) / 2 ; 

  mergsort ( L , i ) ; 

  mergsort ( i + 1 , U ) ; 

  merg ( L , i , U ) ; 

 } 

} 
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 :مثال 
5 1 7 2 

 
5 1  7 2 

 
5  1  7  2 

 
1 5  2 7 

 
1 2 5 7 

 
 . کنید

 1 2 3 4 
A 5 3 1 4 

Merge sort ( 1 , 4 ) 

 1 2 3 4 
 3 5 1 4 

     

 1 3 4 5 

 
 .بگیرد و در هم ادغام کند
L = 3 U = 3 L = 4 U = 4 
L = 3 U = 3 i = 3  
L = 1 U = 1 L = 2 U = 2 
L = 1 U = 2 i = 1  
L = 1 U = 4 i = 2  
 مرتبmerge sort آرایه زیر را بوسیله :مثال 

 
 L = 4 U = 4  

 L = 3 U = 4  

 L = 3 U = 4 i = 3 

 L = 2 U = 2  

 L = 1 U = 1  

 L = 1 U = 2 i = 1 

 L = 1 U = 4 i = 2 

تب را برنامه ای بنویسید که دو آرایه مر: تمرین 
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 )quick sort(مرتب سازی سریع 

یک عنصر بعنوان عنصر محوری در نظر گرفته می شود که عنصر محوری          , در روش مـرتب سازی سریع       
معمـولاً اولـین عنصـر آرایه در نظر می گیرند            عنصر محوری در محل مناسب     , بعد از اولین پیمایش     . را 

عناصر سمت چپ عنصر    . یـرد و لیسـت به دو بخش مجزا تقسیم می گردد           خـود در لیسـت قـرار مـی گ         
محـوری که کوچکتر از عنصر محوری هستند و عناصر سمت راست عنصر محوری که همگی بزرگتر از           

این عمل مجدداً بر روی هر یک از دو بخش انجام می شود تا به لیست های                 . عنصـر محـوری مـی باشند      
 و بدترین زمان اجرای آن (n Log n)0مان اجرای این الگوریتم متوسط ز. یـک عنصری مرتب برسیم 

0 (n2)می باشد که زمانی اتفاق می افتد که آرایه از پیش مرتب باشد . 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
12 10 2 8 15 7 3 1 14 

 محوری
(Pivot) 

     
j  I 

 
3 10 2 8 1 7 12  15 14 
 i j i j      

 
2 1 3  8 10 7 12  14 15 

 
Void quicksort (int L , int U ) 
{ 
 int i , j , pivot ; 
 if ( L < U ) 
 { 
  i = L + 1 ; j = U ; pivot = A[L] ; 
  while ( i < j ) 
  { 
   while ( A [i] < pivot ) i + + ; 
   while ( A[j] > pivot ) j - - ; 
   if ( i < j ) swap ( A[i] , A[j]) ; 
  } 
  swap ( A[L] , A[j] ) ; 
  quicksort ( L , j – 1 ) ; 
  quicksort ( j + 1 , U ) ; 
 } 
} 
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 )Link List(لیست پیوندی 

پیمایش در لیست های    . لیسـت هـا سـاختمان داده ای هسـتند که اندازه آنها بصورت پویا تغییر می کند                 
اضافه یا جستجو باید لیست را از ابتدا , بنابراین برای حذف  . اسـت ) خطـی (پـیوندی بصـورت ترتیبـی       

یکی . اری با دو فیلد اصلی دارد      در لیست پیوندی ساخت    (node)هر گره   . بصـورت خطی پیمایش کرد    
فـیلد داده که می تواند از هر نوع داده ای باشد و دیگری فیلد آدرس که به محل عنصر بعدی در لیست                       

اضافه , در سـاختمان داده لیسـت پیوندی اعمال اصلی حذف داده از لیست              . پـیوندی اشـاره مـی کـند       
 یا  (Head)صر اول لیست پیوندی را هد       عن. کـردن داده بـه لیست و جستجو در لیست انجام می شود            

.  لیسـت مـی گویـند و معمولاً این عنصر را برای سادگی پیمایش خالی نگه می دارند                  (Header)هـدر   
 . عمل اصلی انجام می گیرد4برای افزودن داده جدید به لیست پیوندی 

  جدید بر اساس اطلاعات جدید افزوده شدنی(node)تشکیل گره  -1

 )pمثلاً گره (ره ای که باید قبل از گره جدید قرار گیرد بدست آوردن آدرس گ -2

 . اشاره می کندpآدرس گره جدید که به محل اشاره گر  -3

 . تغییر می دهیمnew node را به محل pآدرس گره  -4

Void insert ( int x , node * start ) 

{ 

 node * p , * q , * new node ; 

 q = start →  next ; 

 p = start ; new node = new ( node ) ; new node →  data = x ; 
 while ( q →  data <  )datanewnode

x
44 344 21 →

 { 

  p = q ; 

  q = q →  next ; 

 } 

 new node →  next = p →  next ; 

 p →  next = new node ; 

} 
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 : را به لیست اضافه کنیم 15می خواهیم گره : مثال 

 
  →  6  →  12 → 14  → 20  →  30 

   ↑  
Start (p) 

↑  
q            

             
       (15) x    

p q          
Start 6          

6 12          
12 14          
14 20          

 
 مراحل حذف یک گره از لیست پیوندی

 (q)یافتن گره قبل از گره مشخص شده برای حذف  -1

next→nextp ) حذف می شودp (به  qتغییر دادن  -2 →

 . در نظر گرفته ایمpآزاد کردن حافظه ای که برای  -3

void dellinklist ( int x , node * store ) 

{ 

 node * p , * q ; 

 p = start ; 

 q = p ; 

 while ( p  data ! = x ) →

 { 

  q = p ; 

  p = p →  next ; 

 } 

 q →  next = p  next ; →

 delete (p) ; 

} 
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 . را حذف کنید3گره شماره : مثال 

5  →  8  →  3  → 2 \

           

5  →  8  →  2 \    

 
  زیر چه کاری انجام می دهند؟

node * f ( int x , node * start ) 

{ 

 node * p ; 

 p = start ; 

 while ( p ) ; 

 if ( p  data ! = x && p ) p = p →  next ; →

 else return p ; 

} 

void g ( node * start ) 

{ 

 if (start ! = Null ) 

 { 

  C out << start  data ; →

  g ( start →  next ) ; 

 } 

} 

 عناصر لیست g عمل جستجو را انجام می دهد و در قسمت دوم یعنی            fت اول یعنی     
 .ی کند
p q 
5 5 
8 8 
3 2 
برنامه های: تمرین 

 
در قسم: جـواب   
تیب چاپ مرا به تر
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 لیست پیوندی چرخشی

 لیست ما تبدیل به     (start) به هد لیست اشاره گر کند        Nullاگر اشاره گر عنصر انتهای لیست به جای         
 .لیست تک پیوندی چرخشی می شود

 
 .عمل حذف و اضافه را در یک لیست پیوندی چرخشی بنویسید: تمرین 
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 لیست دو پیوندی

 . وجود دارددر لیست دو پیوندی سه بخش

 dataبخش  -1

 .بخش سمت راست که به گره بعدی اشاره می کند -2

 .بخش سمت چپ که به گره قبلی اشاره می کند -3

struct Linklist 
{ 
 struct Linklist * left ; 
 data ; 
 struct Linklist * right ; 
} 
typedeg struct Linklist node 
node * p , * q ; 

 یست دو پیوندیمراحل اضافه کردن داده به ل

 (new node)تشکیل گره جدید با استفاده از اطلاعات اضافه شدنی  -1

 پیدا کردن محل درج گره جدید -2

 new node و pانتساب مقادیر مورد نظر به بخشهای آدرس چپ و آدرس راست گره های  -3

void insert (int x , node * start ) 
{ 

node * newnode , * p ; 
 newnode = new (node) ; 
→ newnode مرحله 1  data = x ; 
 newnode →  right = Null ; 
 newnode →  left = Null ; 
 p = start →  right ; 
→ while ( p مرحله 2  data < x ) p = p  right ; →
 p = p →  left ; 
 ( p →  right ) →  left = newnode ; 
→ newnode مرحله 3  left = p ; 
 newnode →  right = p →  right ; 
 p →  right = newnode ; 
} 
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 start      . را به لیست زیر اضافه کنید6گره عدد : مثال 

  →  
←   1  →

←
5 →

←  7  →  
←   9 \

   ↑    ↑   ↑       

   p    P  p  p       

                

        6        

↑

 
 از لیست دو پیوندیحذف 

void delete ( int x , node * start ) 

{ 

 node *p ; 

 p = start  right ; →

 while ( p && p →  data < x ) p = p  right ; →
 if ( p = = Null | | p  data > x ) return “ داده در لیست نبوده است “ ; →

 ( p →  Left ) →  right = p  right ; →

 ( p →  right )  Left = p  Left ; → →

 delete ( p ) ; 

} 

 
 نمایش چندجمله ایها با استفاده از لیست های پیوندی

همانطـور کـه چـندجمله ایهـا بوسـیله آرایـه هـا قابل نمایش بودند با استفاده از لیست های پیوندی نیز         
. برای این منظور باید ساختار متناسب با چندجمله ای تولید کرد   . مـی تـوان چندجمله ایها را نمایش داد        

به این  . یک ضریب و یک اشاره گر به جمله بعدی چند جمله ای است            , ک توان   ایـن سـاختار شـامل ی ـ      
ترتیب در نمایش چندجمله ایها بوسیله لیست های پیوندی از حافظه بصورت بهتری استفاده شده است                

ترتیبی یا خطی است زمان محاسبات روی چندجمله ایها       , ولـی چـون پـیمایش در لیست های پیوندی           
 .از لیست پیوندی افزایش می یابددر صورت استفاده 

2 1  → 3 5  → 2 0  
           

2x + 3x5 + 2 
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 )Graph(گراف 

به ) Edge= یال  , لبه  (که بوسیله یالهایی    ) Vertex= گـره   ( مجمـوعه ای اسـت از گـره هـا            Gگـراف   
اگر هر یال در گراف دارای      . ند جهت دار یا غیر جهت دار باشند       گراف ها می توان   . یکدیگـر متصـل شده اند     

, این گراف   , جهـت مشخصی باشد بدین معنی که مبدأ و مقصد آن مشخص بوده و غیرقابل جابجایی                 
هر دو گره که مستقیماً با یک یال به هم متصل باشند را دو گره مجاور یا                 . گـراف جهـت دار خواهد بود      

گرافـی کـه بـین تمام گره ها مسیر مستقیم وجود داشته باشد را               . (Adjacement)همسـایه گویـند     
 .  نمایش می دهندkn گره را با nگراف کامل با . گراف کامل می گویند

 خواهد   و در گراف کامل جهت دار        تعـداد کل یالها در گراف کامل غیرجهت دار          

 B         .بود

)
2
1n(n −)1n(n −

 

 A      C   F 

 
 

  D 
        E 

 
 یک  B و   A در گراف برسیم گوئیم بین       B بـا عبور از تعدادی یال و گره میانی به گره             Aاگـر از گـره      

اگر در مسیری گره ای     .  تعداد یالهایی است که در مسیر پیموده می شوند         n.  وجود دارد  nمسیر از طول    
 غیر ساده است در غیر اینصورت مسیر ساده خواهد  مسیر, بـیش از یکـبار دیـده شـده باشد آن مسیر             

, گره مبدأ و گره مقصد بر هم منطبق بودند یا گره مبدأ همان گره مقصد بود                 , اگر در یک مسیر     . بـود 
 .گراف دارای سیکل یا دور است

 

 

 
c - b - e = مسیر ساده 
c - a - e - b = مسیر غیر ساده 
a - b - e - a = سیکل 

  گراف برابر است با کوتاهترین مسیر بین آن دو گرهفاصله دو گره در

 قطر گراف برابر است با بزرگترین فاصله بین دو گره در گراف

a 
b 

e

d c 
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 .گرافی که بین هر دو گره مسیری وجود داشته باشد را گراف متصل گویند: گراف متصل 

 .گرافی است که حداقل بین دو گره آن هیچ مسیر وجود نداشته باشد: گراف غیر متصل 

 . یال وجود داشته باشدn - 1 گره متصل باشد این است که حداقل nشرط لازم برای اینکه گرافی با 

 .گرافی است که مجموعه ای از گره ها باشد و هیچ یالی بین گره ها وجود نداشته باشد: گراف تهی 

 .تعداد یالهایی که از یک گره عبور می کند را درجه آن گره گویند: درجه هر گره 

درجـه خروجی برای گراف های جهت دار تعداد یالهای خارج شده از یک گره را نشان می دهد و                    : کر  تذ
 .درجه ورودی برای گراف های جهت دار تعداد یالهایی که به یک گره وارد شده اند می باشد

مجمـع درجـات گـره هـا در گراف های بدون جهت دو برابر تعداد یالهاست و مجموع درجات ورودی یا                      
 .موع درجات خروجی در گراف های جهت دار تعداد یالها را نشان می دهدمج

 
 روشهای نمایش گراف ها

 ماتریس مجاورتی -1

 n × nدر این روش از یک ماتریس       . ماتـریس مجاورتـی روشـی عمومی برای پیاده سازی گراف ها است            
 . تعداد گره های گراف استnبرای نمایش گراف استفاده می کنیم که 

 .منتصب شده باشد) ارزش(گراف وزن دار گرافی است که به هر یال آن یک وزن :  دار گراف  وزن

 

 

 

 

           7 × 7 

A [ i , j ] = 1 یا w   if i , j متصل باشند 
A [ i , j ] = 0   if  متصل نباشند j و i 

 .ماتریس متقارن است, ماتریس گراف های غیر جهت دار : نکته 

  a b c d e f g 
a  0 1 1 0 0 0 0 

b  1 0 1 1 1 0 0 

c  1 1 0 0 1 0 0 

d  0 1 0 0 1 0 0 

e  0 1 1 1 0 1 0 

f  0 0 0 0 1 0 1 

g  0 0 0 0 0 1 0 

a
b

d 

g

f

e 
c
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 a b c d e f g  

a 0 0 0 0 0 0 0  

b 3 0 0 0 0 0 0  

c 1 9 0 0 10 0 0  

d 0 7 0 0 7 0 0  

e 0 8 0 0 0 5 0  

f 0 0 0 0 0 0 0  

 

g 0 0 0 0 0 2 0  

 
 a b c d e  

a 0 1 1 0 0  

b 0 1 0 0  

c 1 1 0 1 1  

d 0 0 1 0 1  

  
 
 
 

A = 

e 0 0 1 1 0 

1 

 

 
 a b c d e  

a 0 0 1 0 0  

b 1 0 0 0 0  

c 0 1 0 1 0  

d 0 0 0 0 1  

 

e 0 0 1 0 0  

 
 یا ستونی هر گره در ماتریس برای گراف های بدون جهت برابر با درجه هر گره است و                   مجمـوع سطری  

مجمـوع سـطری هـر گـره در ماتـریس برای گراف های جهت دار برابر است با درجه خروجی هر گره و                        
 .مجموع ستونی هر گره در ماتریس برای گراف های جهت دار برابر است با درجه ورودی هر گره

a 

b 

c 

d 

e f 

g 
1 

3 
7 

9 8 7 

10 5 

2 

a b

c

d 

e 

a b

c

d 

e 
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 . آنرا حساب کنیدA3 و A2 صفحه قبل را در نظر گرفته و ماتریس های Aیس ماتر: تمرین 
  a b c d e     a b c d e       a b c d e  
a  0 1 1 0 0   a  0 1 1 0 0     a  2 1 1 1 1  
b  1 0 1 0 0  b  1 0 1 0 0  b  1 2 1 1 1  
c  1 1 0 1 1  

× 
c  1 1 0 1 1  

A2 =
c  1 1 4 1 1  

d  0 0 1 0 1   d  0 0 1 0 1  

⇒
 

  d  1 1 1 2 1  
e  0 0 1 1 0   e  0 0 1 1 0     e  1 1 1 1 2  

 
  a b c d e     a b c d e       a b c d e  
a  2 1 1 1 1   a  0 1 1 0 0     a  2 3 5 2 2  
b  1 2 1 1 1  b  1 0 1 0 0  b  3 2 5 2 2  
c  1 1 4 1 1  

× 
c  1 1 0 1 1  

A3 =
c  5 5 4 5 5  

d  1 1 1 2 1   d  0 0 1 0 1  

⇒
 

  d  2 2 5 2 3  
e  1 1 1 1 2   e  0 0 1 1 0     e  2 2 5 3 2  

حـال بـرای ایـنکه ماتـریس بدست آمده را امتحان کنیم تا درست بودن آن ثابت گردد یک عدد را در                       
 :و حالات موجود را بررسی می کنیم )  بدست می آیدc - d که از خانه های 5مثلاً عدد (نظر گرفته 

c - d - c - d 

c - b - c - d 

c - e - c - d 

c - a - c - d 

c - d - e - d 
 . درجه هر گره را نشان می دهدA2 اصلی ماتریس قطر: نکته 

 . وجود داردj و i بین k نشان می دهد که چه تعداد مسیر به طول Ak در ماتریس [ i , j ]عنصر 

 تعداد  n است که    n2فضـای لازم برای نمایش دادن یک گراف با استفاده از ماتریس مجاورتی از مرتبه                
 .گره های گراف می باشد

 
 لیست همجواری -2

بدینصورت که آرایه ای به تعداد      . بـرای نمایش گراف ها می توانیم از لیست های همجواری استفاده کنیم            
این . هر عنصر این آرایه اشاره گری است به ابتدای یک لیست پیوندی           . گـره هـای گـراف ایجاد می کنیم        

 .لیست پیوندی شامل گره هایی است که به گره متناظر با عنصر آرایه متصل اند
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ر گـراف هـای غیـر جهت دار تعداد کل گره ها در لیست های پیوندی دو برابر تعداد یالهای گراف است                       د
. ولـی در گـراف هـای جهت دار مجموع تعداد گره های لیست های پیوندی برابر تعداد یالهای گراف است                    

ر  و دn + eفضـای مصـرفی در نمـایش بوسـیله لیسـت همجـواری در گـراف هـای جهت دار از مرتبه         
 . تعداد گره های گراف استn تعداد یالهای گراف و e.  استn + 2eگراف های غیر جهت دار 

n = | V | 

e = | E | 

 
→  2  →  3  →  5 \1  

         

→  1 \       2  
         

→  2 \       3  
         

→  3  →  5  →  6 \4  
         

→  3  →  6  →  1 \5  
         

6  →  2  →  1 \    

 

 

 

 

 

 

 
 روشهای پیمایش گراف

 .دو روش کلی برای پیمایش گراف وجود دارد

 breadth first search (bfs) اول سطح .1

 depth first search (dfs) اول عمق .2

 

 

a - b - c - f - e - g – d 

 (bfs) 

2 3

4

56 

1 

f 
g 

e 

d c 

b 

a 

f 
g

e

dc

b

a 
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 .درخت گراف متصل بدون سیکل است: تعریف درخت 

 
 روش اول سطح

. کلیه گره های مجاور آن نیز ملاقات می شوند, و ملاقات آن در پـیمایش اول سطح با شروع از یک گره    
برای پیاده سازی پیمایش اول     . سـپس این رویه به ترتیب برای هر یک از گره های مجاور تکرار می شود               

بدین ترتیب که رئوس مجاور هنگام ملاقات وارد        .  از ساختمان داده صف استفاده می کنیم       (bfs)سطح  
سر صف یک عنصر را حذف کرده و گره های مجاور آنرا ضمن ملاقات به صف                سپس از   , صف می شوند    

. که قبلاً ملاقات نشده باشد    ) وارد صف می گردد   (هر گره در صورتی ملاقات می شود        . اضـافه مـی کنـیم     
 .می باشد)  گرافbfsدرخت (درخت پوشای اول سطح , نتیجه پیمایش اول سطح 

 . لزوماً منحصر به فرد نیستbfsه درخت پوشای پیمایش اول سطح از یک گراف و در نتیج

 .گراف زیر را بوسیله روش اول سطح پیمایش کرده و درخت پوشای آنرا بکشید: مثال 

 

     a - b - f - c - e - d - g 

 

 

 

 

 
 روش اول عمق

را یکی از گره های مجاوری که ملاقات نشده        , در پـیمایش اول عمـق با شروع از یک گره و ملاقات آن               
اگر در یک گره بودیم و همه گره های مجاور آن           . ملاقات می نمائیم و این عمل را متناوباً تکرار می کنیم          

برای پیاده سازی درپیمایش اول عمق از پشته    . یـک مـرحله بـه عقب برمی گردیم        , ملاقـات شـده بـود       
 .نحصر به فرد نیست است که لزوماً مdfsدرخت پوشای , نتیجه پیمایش اول عمق . استفاده می کنیم

 

     a - b - c - d - f - e - g 

 

g 

f 

e 

d 

c b 
a 

g 

f

e

d

c b
a

g 

f 

e 

d 

c b 
a 

g

f

e

d

cb
a
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 . شروع کرده و اول سطح و اول عمق گراف زیر را بنویسیدeاز گره : تمرین 

 
 e - b - c - d - f - g - a = اول سطح      

 e - c - b - a - d - f - g = اول عمق      

 

 

 
 کدنویسی روش اول سطح و اول عمق

 
  →      

        

   1 
sw = 0 

→
  

→  
  

   2 
sw = 0 

→
  

 
  

   3 
sw = 0 

→
  

 
  

   4 
sw = 0 

→
  

 
  

   5 
sw = 0 

→
  

 
  

       

       

Struct Linklist 

{ 

 int data ; 

 struct Linklist  *Next ; 

} 

typedef struct Linklist node ; 

struct LinkArray  

{ 

 int sw ; 

 node  *Link ; 

} 
typedef struct LinkArray pointer ;  

 
     

       

       
pointer  *graphnodes ; 
graphnodes = New    pointer [n] ; 

       

 

g

f d 

e 

c 
b a 
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 الگوریتم پیمایش اول سطح

 :پس بنابراین داریم .  شروع می کنیمkدر این پیمایش از رأس 
Void bfs ( pointer graphnodes [ ] , int k ) 
{ 
 node  *p ; 
 graphnodes [ k ]  sw = 1 ; 
 C out << k ; 
 Addqueue ( k ) ;   را به انتهای صف اضافه می کند.  k مقدار 

while ( ! ( queue . empty ( ))) چک می کند که آیا صف خالی است یا خیر 
{ 
 k = delqueue ( ) ; قرار می دهد.  k  از صف یک مقدار حذف کرده و در 

p = graphnodes [ k ] . Link ; 
do 
{ 
 if ( graphnodes [ p →  data ] . sw = = 0 ) 
 { 
  addqueue ( p →  data ) ; C out << p  data ; →
  graphnodes [ p →  data ] . sw = 1 ; 
 } 
 p = p  Next ; →
} 
while ( p ) ; 

 } 
} 

 
Graphnodes [ 5 ] 
        ↓       

1 →  3 →  5 \    
sw = 0 1  P    P     

2 →  3 →  5 \    
sw = 0 1  P   P      

3 →  1 →  2 →  4 \ 
sw = 0 1  P   P    P   

4 →  5 →  3 \    
sw = 0 1  P    P      

5 →  2 →  1 →  4 \ 
sw = 0 1  P    P    P   
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      k 

1 3 5 2 4  1 

      3 

1 3 5 2 4  5 

      2 

 

      4 

 
 الگوریتم اول عمق

 :پس بنابراین داریم .  شروع می کنیمkدر این پیمایش از رأس 

Void dfs ( pointer graphnodes [ ] , int k ) // 

{ 

 node  *p ; 

 graphnodes [ k ] . sw = 1 ;  C out << k ; 

 for ( p = graphnodes [ k ] . Link ;  p ! = Null ;  p = →  Next ) 

 if ( graphnodes [ p  data ] . sw = = 0 ) →

 dfs ( graphnodes , p →  data ) ; 

} 

 
 :همان گراف بالا را در نظر می گیریم 

1 →  3  →  5 \    
sw = 0 1  P (1)   P (12)     

2 →  3  →  5 \    
sw = 0 1  P (4)   P (5)     

3 →  1  →  2 →  4 \ 
sw = 0 1  P (2)   P (3)   P (11)  

4 →  5  →  3 \    
sw = 0 1  P (9)   P (10)     

5 →  2  →  1 →  4 \ 
sw = 0 1  P (6)   P (7)   P (8)  

 

1  3  2  5  4 

5 

4 

2

3

1 
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 :مثال 

1 →  2 →  3 \    
sw =  0 1  P (1,1)   P (2,1)  P (3,1) = Null  

2 →  1 \      
sw =  0 1  P (1,2)  P (2,2) = Null     

3 →  1 →  4 \    
sw =  0 1  P (1,3)   P (2,3)  P (3,3) = Null  

4 →  3      
sw =  0 1  P (1,4)  P (2,4) = Null     

 .از یک شروع می کنیم
      1   2   3   4   k 
          1 
          2 
          3 
          4 

 
 )حداقل هزینه(درخت پوشای بهینه 

ساخته می شود و آن درختی است که اگر ارزش          ) وزن دار ( در گراف های ارزش دار       درخـت پوشای بهینه   
 .تمام گراف های آن را جمع کنیم کوچکترین عدد ممکن حاصل گردد

یالهای گراف را به , در الگوریـتم کراسـکال    : (kraskal)روش اول الگوریـتم کراسـکال        •
 شروع کرده و هر یال را به گراف         یال) کوچکترین(از اولین   . تـرتیب صـعودی مـرتب می کنیم       

این روال را آنقدر ادامه می دهیم تا        . اضـافه مـی کنیم به شرط اینکه دور در گراف ایجاد نگردد            
 .درخت پوشای بهینه تشکیل گردد

 fe = 2 

 bf = 3 

 bd = 5 ,  ae = 5 

 be = 6 

 cd = 7 

 de = 8 , af = 8 

 df = 9 

 ab = 10      2 + 3 + 5 + 5 + 7 = 22 

 bc = 20 

1 2

34 

c 

b

a

d

f

8

20 
3

810

e

2

5

5
6

7 

9
c

b 

a 

d 

f3 

e

2

5

5 

7
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در این روش از یک رأس شروع می کنیم و کمترین            : (prim)روش دوم الگوریـتم پـریم        •
در مرحله بعد یالی انتخاب     . که از آن می گذرد را انتخاب می کنیم        ) یـال با کمترین وزن    (یـال   

به . مـی شـود کـه کمتریـن وزن را در بین یالهایی که از دو گره موجود می گذرد داشته باشیم                     
رحله بعد یالی انتخاب می گردد که کمترین وزن را در بین یالهایی که از               همیـن ترتیـب در م ـ     

این روال را آنقدر تکرار می کنیم تا درخت پوشای بهینه           . سه گره موجود می گذرد داشته باشد      
بـاید توجه کرد که یال انتخابی در هر مرحله در صورتی انتخاب می شود که در                 . حاصـل شـود   

وت روش پریم با روش کراسکال در این است که گراف حاصل در             تفا. گـراف دور ایجـاد نکـند      
مـراحل میانـی تشـکیل درخـت پوشـای بهیـنه در روش پـریم همیشـه متصـل است ولی در             

 .الگوریتم کراسکال در آخرین مرحله قطعاً متصل است

در الگوریتم سولین برای هر گره یال با کمترین هزینه که از            : روش سـوم الگوریتم سولین       •
گراف به مؤلفه هایی تقسیم می شود و یالی ، در مرحله بعد . بور مـی کند را رسم می کنیم  آن ع ـ 

انـتخاب می گردد که با کمترین هزینه دو مؤلفه گراف را به همدیگر متصل نماید با شرط عدم             
 .آنقدر این مراحل را ادامه می دهیم تا درخت پوشای بهینه حاصل شود. وجود دور در گراف
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 :رخت پوشای بهینه گراف زیر را به سه حالت رسم نمائید د: تمرین 

9 ac = 2 , 9 de = 2 , 9 gh = 2 

9 be = 3 

9 eh = 4 

9 ab = 5 , 9 gi = 5 

8 hi = 6 

9 ef = 7 

8 bc = 8 

8 fh = 9 , 8 ce = 9 

8 dg = 10 

8 bd = 11 

8 cf = 12 
8 eg = 13         کراسکال 

      2 + 2 + 2 + 3 + 4 + 5 + 5 + 7 = 30 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 )eشروع از (روش پریم    ) eشروع از (روش سولین 
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 )الگوریتم دایکسترا(حداقل هزینه بین گره های گراف 

از الگوریتم دایکسترا ، بـرای محاسـبه حداقـل هزیـنه هـا از یک گره به گره های دیگر در گراف وزن دار                   
س هزینه های گراف را تشکیل دهیم و سپس با شروع از            بدین منظور باید ابتا ماتری    . اسـتفاده مـی کنیم    

برای بدست آوردن هزینه حداقل بین دو       . هزینه آن گره تا سایر گره ها را بدست آوریم         ، گـره مفـروض     
 :گره دو انتخاب کلی وجود دارد 

 Wij مسیر مستقیم بین دو گره -1

 Wik + Wkj  استفاده از یک گره میانی  -2

 .ی دهیم تا تمام گره های گراف ملاقات شوندآنقدر این روال را ادامه م

 شروع کرده و حداقل هزینه بین گره ها را نسبت به            1از گره شماره    . گراف زیر را در نظر بگیرید     : مثال  
 . بدست آورید1گره 

 

 

 

 

 

 

 

 
          9 9 9 9 9 9 9 
 1 2 3 4 5 6 7   1 2 3 4 5 6 7 

1 0 13 7 ∞  ∞  ∞  ∞   1 0 13 7 ∞  ∞  ∞  ∞  

2 ∞  0 ∞  8 4 ∞  ∞   3 0 13 7 ∞  ∞  ∞  9 

3 ∞  10 0 ∞  ∞  ∞  2  7 0 13 7 ∞  ∞  12 9 

4 ∞  ∞  5 0 ∞  ∞  11  6 0 13 7 ∞  ∞  12 9 

5 1 ∞  ∞  9 0 ∞  ∞   2 0 13 7 21 17 12 9 

6 6 ∞  5 ∞  ∞  0 ∞   5 0 13 7 21 17 12 9 

7 ∞  ∞  ∞  ∞  ∞  3 0  4        

 ماتریس      جواب  

6
7

5

3 2

10

5

11

9

4
13

1

8 5 

4 3 

1 2 

7 

6 
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 . محاسبه نمائید2حداقل هزینه بین گره های گراف زیر را در خصوص گره شماره : مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
           9 9 9 9 9 9 
 1 2 3 4 5 6     1 2 3 4 5 6 

1 0 7 12 ∞  ∞  ∞     2 9 0 11 16 ∞  ∞  

2 9 0 11 16 ∞  ∞     1 9 0 11 16 ∞  ∞  

3 ∞  10 0 ∞  8 6    3 9 0 11 16 19 17 

4 3 ∞  ∞  0 30 ∞     4 9 0 11 16 19 17 

5 ∞  18 3 ∞  0 ∞     5 9 0 11 16 18 17 

6 ∞  ∞  2 4 1 0           

 

12 

8 

11 

10 7 

9 

3 
16 

18 3 

30 1 

4 

2 6 

1 2 3 

6 5 4 
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  چه عملی انجام می دهد؟fتابع : سؤال 

node

{ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

} 
 :جواب 

 

 

P

P
 

2  →  5 \ 

 

صف 

 * f( node  *p ) 

node  *q ; 

q = Null ; 

if ( p ) 

{ 

 q = New ( node ) ; 

 q →  data = p  data ; →

 q = Next = f( p →  Next ) ; 

} 

return q ; 
 

 

 

 

 

 .کپی تهیه می کند

  

P = Null q = Null 

 = 5   q = 5 ?  

 = 2   q = 2 ?  
2  →  5 \ 
 

 

 

 
تابع بالا از لیست پیوندی کی 
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 . بنویسیدpostfix زیر را بصورت prefixعبارت : سؤال 

+ + a / b – c d / – a b – + c × d 5 / a – b c 

 : جواب 

a b c d – / + a b – c d 5 × + a b c – / – / + 

 
 . زیر را بنویسیدpostfixحاصل عبارت : سؤال 

6 , 2 , 3 , + , – , 3 , 8 , 2 , / , + , × , 2 , ↑  , 3 , + 

 :جواب 

(6 – (2 + 3)) × (3 + (8 / 2))  2 + 3 = 52 ↑

 
 . بنویسیدprefix و postfixیر را بصورت عبارت ز: سؤال 

(a / (b – c + d)) × (e – a) × c 

 :جواب 

Postfix = a b c – d + / e a – × c × 
Prefix = × × / a + – b c d – e a c 

 . را بنویسیدfخروجی تابع : سؤال 
void  f( node  *x ) 
{ 
 node  *p ; 
 int i ; 

i = 0 ; 
if ( x ! = Null ) 
{ 
 p = x ; 
 do 
 { 

   i + + ; 
  p = p → Next ; 
 } 
 while ( p ! = x ) 
} 
C out << i ; 

} 
 .تعداد ندهای لیست پیوندی چرخشی را محاسبه و چاپ می کند: جواب 
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 . را بنویسیدgخروجی تابع : سؤال 

node  *g (node  *p ) 

{ 

 node  *m , *L ; 

 m = Null ; 

 while ( p )  

 { 

  L = m ; m = p ; 

  p = p →  Next ; 

  m →  Link = L ; 

 } 

 return m ; 

} 
 .لیست پیوندی را معکوس می کند: جواب 

 . گراف زیر را بنویسیدdfs شروع کرده و پیمایش های aاز گره ) الف: سؤال 

 

 

        a b d e c f 

        a b e c f d 

        a c f e b d 

        a c e b d f 

 
  در این گراف نوشت که با هم یکی باشند؟bfs و یک dfsآیا می توان یک ) ب

 خیر: جواب 

  نوشت که با هم برابر باشند یا خیر؟bfs و dfsدر حالت کلی گراف ها آیا می توان یک ) ج

 . آن با هم یکی خواهد شدbfs و dfs کنیم  شروعeبله مثلاً اگر در گراف زیر از گره : جواب 

      dfs = e a b c d 

      bfs = e a b c d 

 

a 

f 
e d 

b c 

e 

a b 

c d 
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 سؤالات میان ترم

. می خواهیم آن را به روش درجی مرتب کنیم.  عنصـری بشـکل زیـر موجود است   11آرایـه ای    -1
 ) نمره10. (آرایه در مرحله پنجم پویش آن چگونه خواهد بود

14 7 3 20 18 4 17 9 11 30 25 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

 :جواب 
3 4 7 14 18 20 17 9 11 30 25 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

 
زیربرنامه ای بنویسید که آدرس شروع دو لیست پیوندی مرتب را گرفته و آدرس شروع لیست                 -2

 ) نمره20. (پیوندی مرتب حاصل از ترکیب دو لیست پیوندی داده شده را برگرداند
node ordermerg ( node * start 1 , node * start 2 ) 
{ 
 node * p , * q , * start , * s ; 
 s = new ( node ) ; s  next = Null ; →
 start = s ; 
 p = start 1 →  next ; 
 q = start 2 →  next ; 
 while ( p && q ) 
 if ( p  data < q →  data ) →
 { 
  s →  next = p ; 
  s = p ; 
  p = p →  next ; 
 } 
 else  

{ 
  s →  next = q ; 
  s = q ; 
  q = q →  next ; 
 } 
 if ( p ) s →  next = p ; 
 else   s  next = q ; →
 return start ; 
} 
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زیربرنامه ای بنویسید که .  داریمStart 2 و Start 1دو لیسـت پـیوندی بـا آدرس های شروع     -3
 ) نمره10. (آدرس شروع لیست پیوندی ترکیب این دو لیست را برگرداند

node * concatlist ( node * start 1 , node * start 2 ) 

{ 

 node * p ; 

 p = start 1  next ; →

 while ( p →  next )  p = p  next ; →

 p →  next = start 2 →  next ; 

 return start 2 ; 

} 

 
درخت حاصل چند یال . هزیـنه درخت پوشای مینیمم گراف زیر را از روش پریم بدست آورید     -4

 .دارد؟ ترتیـب رسـم یالهـای درخـت پوشـای بهیـنه را بـا استفاده از الگوریتم پریم ذکر کنید                     

 ) نمره15(

 4 – 5 : 60 1 – 3 : 15 

 4 – 6 : 20 1 – 6 : 55 

 4 – 1 : 30 5 – 5 : 40 

 1 – 5 : 45 2 – 6 : 25 

 1 – 2 : 10 2 – 3 : 50 

  3 – 5 : 35 
 :جواب 

 1) 1 – 2 : 10 

 2) 2 – 3 : 15 

 3) 2 – 6 : 25  = 105 

 4) 6 – 4 : 20 

 5) 3 – 5 : 35 
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.  مرتب کند(selection sort)زیربرنامه ای بنویسید که آرایه ای از اعداد را به صورت انتخابی  -5
 یک از روشهای مرتب سازی گفته شده مجدداً مرتب کنیم           یک آرایه مرتب شده را توسط کدام      

 ) نمره20. (تا کندتر مرتب سازی انجام شود

for (i = n ; i > 1 ; – – 1) 

{ 

 max = A[1] ; 

 index = 1 ; 

 for (i = 2 ; j < = i ; + + j) 

 if (A[j] > max) 

 { 

  max = A[j] ; 

  index = j ; 

 } 

 A[index] = A[i] ; 

 A[i] = max ; 

} 

 
 حافظه ذخیره   1000 را بصـورت سـتونی در حافظـه از محل            10 × 20یـک آرایـه دو بعـدی         -6

 آرایه [ 7 , 6 ] بایت فضا مصروف کند آدرس عنصر 2در صورتیکه هر عنصر آرایه . کـرده ایـم  
 ) نمره5(در حافظه چیست؟ 

[ ] ( )[ ] 11301000251067,6 =+×+×=  روش ستونی 
[ ] ( )[ ] 12121000262057,6 =+×+×=  روش سطری 

 
 مرتب (Quick sort) را بـا اسـتفاده از الگوریتم مرتب سازی سریع   1آرایـه اعـداد در سـؤال     -7

 آرایـه به چه شکل خواهد بود؟      ، ) پویـش اول آرایـه    (در مـرحله اول مرتـب سـازی         . مـی کنـیم   

 ) نمره10(
14 7 3 20 18 4 17 9 11 30 25 
   i1 i2 J3 i3 j2 j1   محور
4 7 3 11 9 14 17 18 20 30 25 

اگر یک آرایه مرتب: جواب قسمت دوم    
شـده داشـته باشـیم و بـا مرتـب سازی
درجـی یـا حبابـی آن را مجـدداً مرتب
کنــیم بهتریــن حالــت مرتــب ســازی را
انـتخاب کـرده ایـم ولی اگر مرتب سازی
سـریع را انـتخاب کنیم کندترین حالت

حال اگر یک آرایه   . را انـتخاب کـرده ایم     
نامرتــب داشــته باشــیم بهتریــن حالــت
بـرای مرتـب سـازی حالـت مرتب سازی

 . استسریع و یا ادغامی
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 هر یک را    dfs و   bfsپـیمایش اول عمـق و اول سـطح گراف زیر را بنویسید و درخت پوشای                  -8
 . شروع کنید  9 و پیمایش اول عمق را از گره         5پـیمایش اول سـطح را از گره         . تشـکیل دهـید   

 ) نمره20(

 .همه مرتب سازی ها بصورت صعودی است.  تنها به یکی پاسخ دهید7 و 1از بین سؤالات : نکته 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

bfs = 5 1 6 2 4 7 9 3 10 8   dfs = 9 6 5 1 2 3 4 7 10 8 
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 )Tree(درخت 

درخت مجموعه ای است متناهی از یک یا چند گره که یک گره خاص را بنام ریشه مشخص کرده ایم و                     
 سـایر گـره هـا بـه مجموعـه هـای مجزایـی تقسـیم مـی شـوند که هر مجموعه خود یک درخت است و             

فاصله هر گره تا    . تعداد زیر درخت های هر گره درجه آن گره است         . ه نامیده می شود   زیـر درخـت ریش ـ    
. درجه درخت نامیده می شود    ، بزرگترین درجه گره در درخت      . ریشـه درخت را سطح آن گره می نامند        

به گره هایی که درجه آنها صفر است برگ         .  تایی می گویند   m باشـد درخـت را       mاگـر درجـه درخـت       
(Leaf)  برگها را گره های خارجی درخت و سایر گره ها غیر از            . برگها زیر درخت ندارند   . ه می شود   گفـت

دو گره که دارای پدر مشترک هستند را گره های همزاد           . بـرگها را گـره هـای داخلـی درخـت می نامند            
 1پیش فرض سطح ریشه     . درخت گویند ) عمق(حداکـثر سـطح یـک گره در درخت را ارتفاع            . گویـند 
 .است

 فرزند داشته   2 باشد یعنی هر گره حداکثر       2خـت دودویـی طبق تعریف درختی است که درجه آن            در
 .هستند) متمایز(یکی فرزند سمت راست و یکی فرزند سمت چپ که با هم متفاوت . باشد

 

 

 

 
 فرزند سمت چپ است   فرزند سمت راست است

 
 .با سه گره چند درخت دودویی می توان ساخت: مثال 

 

 

 

 

 
 درخت اریب     درخت اریب  

 
) برگها(درختی است که همه گره ها بجز گره های سطح آخر            ) : کاملاً پر  (Perfectدرخـت    •

 .و برگها هم سطح نیز باشند)  حداکثر درجه درخت(دارای حداکثر فرزندان بوده 

، درختـی اسـت کـه اگـر گره های آنرا شماره گذاری کنیم               ) : کـامل  (Completeدرخـت    •

1 

2 

1 

2 
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یعنی می توان گفت درختی است که       .  متناظرش منطبق باشند   Perfect بر درخت    شـماره هـا   
 تا حد d بوده و برگها در سطح Perfectدرخـت   ، d - 1 باشـد تـا ارتفـاع    dاگـر ارتفـاع آن   

 .ممکن در سمت چپ باشند

درختی که در آن گره ها یا برگ هستند و یا به تعداد درجه درخت فرزند               ) : پر (Fullدرخت   •
 . گویندfullد را درخت دارن

 

 

 
 

 Fullاست  Completeاست  Perfectنیست  

 Completeنیست  Fullنیست  Fullاست  

 Perfectنیست  Perfectنیست  Completeاست  

 
 . هم هستFull و Complete باشد حتماً Perfectدرختی که  -

 . نیستPerfect است لزوماً Completeدرختی که  -

 . نیستFull لزوماً  استCompleteدرختی که  -

 . نیستComplete است لزوماً Fullدرختی که  -

 
1d . خواهد بود2 براب با dحداکثر تعداد گره ها در یک درخت دودویی به ارتفاع  - −

1d2 −

12 1d −−

1n
2Log −

 . خواهد بود برابر با dحداثر تعداد برگها در یک درخت دودویی به ارتفاع  -

 . خواهد بود برابر با dد گره های غیر برگ یک درخت با ارتفاع حداکثر تعدا -

 . خواهد بود گره دارای ارتفاع nدرختی دودویی با  -
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 .درخت دودویی زیر را در نظر بگیرید به سؤالهای آن پاسخ دهید: سؤال 

 

 

 

 

 

 

 
 حداکثر چند برگ وجود دارد؟ -1

−1d : را در نظر بگیریم داریم 4اگر بعنوان مثال ارتفاع .  بدست می آید2کثر تعداد برگها از رابطه حدا

11d −−

12d −

8222 3141d === −−  حداکثر تعداد برگهای موجود در این درخت 

 )گره های داخلی(حداکثر چند گره غیر از برگ داریم؟  -2

 : داریم 4باز هم در ارتفاع .  بدست می آید2حداکثر گره های داخلی از رابطه 

718121212 3141d =−=−=−=− −−  
 حداکثر چند گره وجود دارد؟ -3

 : داریم 4 بدست آمده و بعنوان مثال باز هم در ارتفاع حداکثر تعداد گره ها از رابطه 

151161212 4d =−=−=−  
  داریم؟dایز به ارتفاع چند درخت کامل متم -4

 4پس در ارتفاع    . حداکـثر تعـداد درخـت کـامل مـتمایز نیز از همان رابطه تعداد برگها بدست می آید                  
 :داریم 

8222 3141d === −−  
 : تا گره داشته باشیم nاگر :  سؤال 

 حداکثر عمق چقدر است؟) الف

یعنی تمام  . ورت کاملاً اریب خواهد بود    در این حالت درخت بص    .  خواهد بود  nحداکـثر عمـق برابـر بـا         
 .رشد می کنند) چپ یا راست(فرزندان از یک سمت 

 حداقل عمق چقدر است؟) ب

 : گره از رابطه زیر بدست می آید nحداقل ارتفاع یک درخت دودویی با 

[ ] [ ] 4131Log1Log 8
2

n
2 =+=+⇒+
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 .ت تایی نیز قابل تعمیم اسmهمه روابط گفته شده برای درخت های : نکته 

 تعــداد گــره هــای دو فــرزندی باشــند رابطــه n2 تعــداد بــرگهای در یــک درخــت دودویــی و n0اگــر 
n1 . برقرار استn20 +=

 
 روشهای پیمایش درخت

 آرایه -1

بدین منظور به تعداد گره های درخت       . برای نمایش درخت های دودویی می توان از آرایه ها استفاده کرد           
 :در آنصورت داریم .  مفروض برای یک آرایه حافظه نیاز داریم کامل متناظر با درخت

 .ریشه در خانه اول آرایه قرار می گیرد �

 خواهد   قرار می گیرد که      2i در آرایه درون خانه      iفـرزند سمت چپ گره ای با اندیس          �
 .دارد فرزند سمت چپ نi بود یعنی گره اگر . بود

ni2 ≤

ni2 >

n1i ≤+n1i >+

 2i = فرزند سمت چپ

 آرایه قرار می گیرد که 2i + 1 در آرایه درون خانه iفـرزند سـمت راسـت گـره ای بـا اندیس       �
 . فرزند سمت راست نداردi باشد یعنی گره 2اگر .  خواهد بود2

 2i + 1 = فرزند سمت راست

بوسیله آرایه ها اگر درخت کامل نباشد اتلاف حافظه خواهیم داشت ولی            در نمایش درخت های دودویی      
 .اگر درخت کامل باشد روش خوبی خواهد بود

 

 

 

 

 

 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
a b c d e  g   f    h I 

 2i = فرزند سمت چپ

     i پدر هر گره = ⇒
2
i  

  2i + 1 = فرزند سمت راست

a 

d e 

f i h 

b c 

g 
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 لیست های پیوندی -2

 .برای نمایش درخت ها به روش لیست پیوندی باید گره هایی با ساختار زیر تعریف کنیم

در ساختار تعریف شده    . هـر گـره یـک فـرزند سـمت چـپ و یـک فرزند سمت راست و یک داده دارد                     
 این مشکل می توان در ساختار هر        برای رفع . مشـخص کردن پدر هر گره به سادگی امکان پذیر نیست          

 . که به پدر آن گره اشاره می کند تعریف نمودParentگره یک فیلد جدید به نام 

Struct Treetype 

{ 

 int data ; 

 struct Treetype * Lchild ; 

 struct Treetype * Rchild ; 

 struct Treetype * Parent ; 

} 

typedef struct Treetype Tree ; 

 

 a  

 b   

 g   

 c   

 e    d   

 i    h    f   
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 شهای پیمایش درخترو

 )عمقی(پیمایش اول عمق  -1

 :سه روش پیمایش عمقی به شرح ذیل می باشد 

  سوم دوم اول 

)پیش ترتیب( Preorder فرزند سمت راست فرزند سمت چپ ریشه .1  

)پس ترتیب( Postorder ریشه فرزند سمت راست فرزند سمت چپ .2  

)یان ترتیبم( Inorder فرزند سمت راست ریشه فرزند سمت چپ .3  

 

 

 

 

 

 

 

Preorder = a b d g c e h f i j 

Postorder = g d b h e i j f c a 

Inorder = d g b a e h c i f j 

 
 Inorderالگوریتم پیمایش عمقی به روش 

Void  Inorder  ( Tree * T ) 
{ 
 if ( T ! = Null ) 
 { 
  Inorder ( T →  Lchild ) ; 
  C out << T →  data ; 
  Inorder ( T →  Rchild ); 
 } 
} 

a 

d e 

g i h 

b c 

f 

j 



 ساختمان داده ها  58صفحه 

 Preorderالگوریتم پیمایش عمقی به روش 

Void  Preorder  ( Tree * T ) 
{ 
 if ( T ! = Null ) 
 { 

C out << T  data ; →
  Preorder  ( T  Lchild ) ; →
  Preorder  ( T  Rchild ); →
 } 
} 

 Postorderالگوریتم پیمایش عمقی به روش 

Void  Postorder ( Tree * T ) 
{ 
 if ( T ! = Null ) 
 { 
  Postorder ( T →  Lchild ) ; 
  Postorder ( T →  Rchild ); 
  C out << T  data ; →
 } 
} 

 
 infixدرخت متناظر با عبارت 

 . زیر را در نظر می گیریمinfixعبارت 

( ) ( ) ( )( )( )53hf/cb2c/ba +−↑−×↑+  
 . یک درخت دودویی داردinfixهر عبارت 

↑ ↑

a 

f 

b 

/ 

c 2 

×

+ / 

c 

- 

b 

+ 

3 

- 

5 

h 
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Inorder =  53hf/cb2c/ba +−↑−×↑+
 .ن پرانتزها است بدون در نظر گرفتinfixاین همان عبارت 

Preorder = ×  35hfbc/2cb/a −↑+−↑+
 . بدون در نظر گرفتن پرانتزها استprefixاین همان عبارت 

Postorder =  ×+↑−−+↑ /53fhbc/2abc
 . بدون در نظر گرفتن پرانتزها استpostfixاین همان عبارت 

 
 )سطحی(پیمایش اول سطح  -2

Void Levelorder ( Tree * T ) 

{ 

 while ( T ) 

 { 

  C out << T →  data ; 

  if ( T →  Lchild ) addqueue ( T →  Lchild ) ; 

  if ( T →  Rchild ) addqueue ( T  Rchild ) ; →

  T = delqueue ( ) ; 

 } 

} 

 
 )BST) Binary Search Treeدرخت جستجوی دودویی 

مثلاً درج در آرایه    . سـاختمان داده هایـی که تا کنون بررسی شده اند هر یک دارای نقاط ضعفی هستند                
پیمایش های مختلف روی    . مرتـب مسـتلزم شیفت دادن داده ها و در نتیجه کندتر شدن الگوریتم است              

درخت های  .  می شود که هزینه انجام اعمال را بالا می برد          لیسـت هـای پـیوندی نیز بصورت خطی انجام         
اضافه و  ، جسـتجوی دودویـی راهکـاری پیشـنهاد مـی کنـند که هزینه انجام اعمال اصلی مانند حذف                    

 n تا Logاین زمان برابر است با ارتفاع درخت که از . جسـتجو با زمان متوسط بهتری انجام می شود   
کلیدهای .  از آنها کاملاً مؤثر است  BSTترتیب ورود عناصر یا کلیدها برای تشکیل درخت         . متغیر است 

 . متفاوتی ایجاد می کنندBSTدرخت های ، یکسان با ترتیب متفاوت 

n
2
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17   20   25   40   4   8   7   13   16      40   20   4   8   13   7   17   25   16 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 پـیمایش کنـیم در خروجـی لیسـت مرتب صعودی خواهیم             inorderا بصـورت     ر BSTاگـر درخـت     

 .داشت

n . استn) نامرتب( تایی ورودی n از یک آرایه BSTهزینه ساخت یک درخت دودویی 
2Log×

 
 BSTالگوریتم جستجو در یک درخت دودویی 

int  BSTSearch ( node * T , int * x ) 
{ 
 int founded = 0 ; 
 if ( T ) 
 { 
  if ( T →  data < x ) 
   founded = BSTSearch ( T →  Right , x ) ; 
  else if ( T →  data > x ) 
   founded = BSTSearch ( T →  Left , x ) ; 
  else founded = 1 ; 
 } 
 return founded ; 
} 
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  در درخت زیر وجود دارد یا خیر؟13می خواهیم ببینیم عدد : مثال 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

← T 

 
 
 
 
 

x = 13 

 
 
 
 
 

F =  0 

 
 
 
 
 
= 1 

←  T x = 13 F =  0 = BSTSearch (13 , 13) 

←  T x = 13 F =  0 = BSTSearch (8 , 13) 

←  T x = 13 F =  0 = BSTSearch (4 , 13) 

←  T x = 13 F =  0 = BSTSearch (20 , 13) 

 founded = 1 = خروجی

 
 . باشد یعنی داده پیدا نشده است0 باشد یعنی داده پیدا شده و در صورتیکه 1وقتی خروجی برابر با 

 
 BSTفه کردن داده به درخت دودویی الگوریتم اضا

Void  insertBST ( node * T , int x ) 

{ 

 node * p , * q , * S ; 

 p = new (node) ; p  data = x ; →

 p →  Right = Null ; p →  Left = Null ; 

 S = T ; 

 While ( S && S  data != x ) →

 { 

  if ( S →  data > x ) { q = S ; S = S →  Left ; } 

  else if ( S  data < x ) { q = S ; S = S →  Right ; } →

 } 

 if ( !S ) if ( q  data > x ) q  Left = p ; → →

  else q →  Right = p ; 

} 
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 حذف

حال .  پیدا کنیم  BSTبـرای حـذف یک گره از درخت جستجو دودویی ابتدا باید آن گره را در درخت                  
 :یکی از وضعیتهای زیر رخ می دهد 

اگـر گـره مـورد نظـر برگ باشد حذف می شود یعنی حافظه گرفته شده برای گره آزاد شده و                       -1
 . می شودNullاشاره گر پدرش 

داشته باشد فرزند آن گره جایگزین گره حذف شدنی         اگـر گـره حـذف شدنی فقط یک فرزند            -2
 .می گردد و یا می توان مورد بعدی را انجام داد

 Nullاگـر گـره دارای دو فـرزند باشد یک قدم به راست و سپس آنقدر به چپ می رویم تا به                        -3
با .  برسیم Nullبرسـیم و یـا بـرعکس یک قدم به چپ و سپس آنقدر به راست می رویم تا به                     

کردن هر یک از حالات فوق گره آخر را جایگزین گره حذف شدنی کرده و حافظه آنرا                 دنـبال   
 .آزاد می کنیم

 

 

 

 

 

 
 و هم می توانیم گره      38 را حذف کنیم هم می توانیم گره شماره          40اگـر بخواهـیم گره شماره        �

 . را جایگزین آن کنیم42شماره 

 و هم می توانیم گره      15ره شماره    را حذف کنیم هم می توانیم گ       20اگـر بخواهـیم گره شماره        �
 . را جایگزین آن کنیم22شماره 

 و هم می توانیم گره      10 را حذف کنیم هم می توانیم گره شماره          15اگـر بخواهـیم گره شماره        �
 . را جایگزین آن کنیم12شماره 

 
 )کپه (heapدرخت 

وجود در گره های     که تعداد موجود در هر گره از مقدار م         (Complete)درختـی اسـت دودویـی کامل        
در صورتیکه در درخت .  اسـت (maxheap)کـپه بیشـترین    ، ایـن کـپه     . فـرزندانش کوچکـتر نباشـد     

 خواهیم  (minheap)دودویـی کامل مقدار هر گره از مقدار گره فرزندانش بیشتر نباشد کپه کمترین               
 .داشت
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   maxheap    minheap 

 

 

 

 

 

 
یعنی بدون محاسبه ( بدست آورد  O(1) مرتبه زمانی     بزرگتریـن عنصـر را مـی تـوان با          maxheapدر  

 کمترین عنصر را می توان با مرتبه        minheapو متقابلاً در    ) زیـرا ریشـه درخـت بزرگترین عنصر است        
 ).در این حالت نیز کمترین عنصر همان ریشه درخت است( بدست آورد O(1)زمانی 

 
 heapافزودن داده به درخت 

توجه ( داده جدید را در انتهای لیست آرایه قرار می دهیم            heapدرخت  بـرای افـزودن داده جدیـد بـه          
روال زیر تا رسیدن به ابتدای آرایه و یا بر قرار           ).  را درون آرایه نگهداری می کنیم      heapایـنکه درخـت     

 : انجام می شود heapبودن شرط درخت 

 مقایسه  یش در خانه    با پدر خو  ) برای اولین بار آخرین عنصر آرایه      (iداده موجـود در خانه       9

این . انجام می گردد) (در صـورت جابجایـی مجدداً این مقایسه برای خانه جدید          . مـی شـود   

 . می نامندheapروش را افزودن به طریقه درج در 

2
i

2
i

n
2Log  . انجام می شود برای هر عنصر با مرتبه زمانی heapدرج در درخت  9

 
 :درخت زیر را در نظر بگیرید 
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 .آرایه این درخت به شکل زیر خواهد شد

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

18 9 12 4 2 10 5 1 3 

 
 . نیز برقرار باشدheap را به این آرایه اضافه کنیم و درخت 8حال می خواهیم داده شماره 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

18 9 12 4 2 10 5 1 3 8 

18 9 12 4 8 10 5 1 3 2 

 
 . را به آرایه اضافه کنیم25 و سپس داده شماره 7حال می خواهیم ابتدا داده شماره 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

18 9 12 4 8 10 5 1 3 2 7 25 

18 9 12 4 8 25 5 1 3 2 7 10 

18 9 25 4 8 12 5 1 3 2 7 10 

25 9 18 4 8 12 5 1 3 2 7 10 

 بـر سـر جـای خود درست قرار گرفته است پس آنرا دست نمی زنیم و فقط داده                    7شـماره   چـون داده    
 . برقرار باشدheap را آنقدر جابجا کرده تا درخت 25شماره 

 
  به روش جوان ترین پدرheapروش ساخت درخت دودویی 

سپس از  . ید عنصر ورودی را در یک آرایه قرار ده        nدر ایجـاد کـپه بـه روش جوان ترین پدر ابتدا همه              
) ریشه(هر پدر و فرزندانش را بصورت کپه تنظیم می کنیم و به سمت بالا               ، پائیـن درخـت شروع کرده       

در این  . همیـنطور کـه به سمت ریشه می رویم زیردرخت ها بصورت کپه درآمده اند              . حرکـت مـی کنـیم     
ع کنیم که اگر     هستند باید از جوان ترین پدر شرو       heapروش چـون بـرگها خودبخـود بـه تنهایی یک            

 تا باشند از عنصر iعناصر آرایه 
2
iشروع می کنیم . 



   65صفحه   ساختمان داده ها
 

 . درآوریدheapدرخت زیر را به روش جوان ترین درخت به صورت درخت دودویی : مثال 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

5 8 2 3 4 7 9 20 14 

   20    3  

  9    2   

 20  8      

   14     8 

20 5        

 14  5      

   8     5 

         

20 14 9 8 4 7 2 3 5 

 
 . بنویسیدheapآرایه زیر را به روش درج بصورت درخت : مثال 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

5 8 2 3 4 7 9 20 14 

         

5 8        

8 5 2 3 4 7    

8 5 7 3 4 2 9   

8 5 9 3 4 2 7 20  

8 5 9 20 4 2 7 3 14 

9 5 8 20 4 2 7 3 14 

9 20 8 5 4 2 7 3 14 

9 20 8 14 4 2 7 3 5 

20 9 8 14 4 2 7 3 5 

20 14 8 9 4 2 7 3 5 
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 حذف یک عنصر

. ریشه درخت خارج شده و داده آخر به جای آن قرار می گیرد             ، heapبرای حذف یک عنصر از درخت       
 عنصر ماکزیمم را در صورت لزوم با 2i + 1و  2i شروع می کنیم و بین ( = i)سـپس از ابـتدای آرایه   

یک (به همین ترتیب جابجایی انجام گرفته تا زمانیکه به انتهای آرایه برسیم             .  عـوض می کنیم    iعنصـر   
 ).گره فرزندی نداشته باشد

 

 

 

 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
20 14 9 8 4 7 2 3 5 
5 14 9 8 4 7 2 3  
14 5 9 8 4 7 2 3  
14 8 9 5 4 7 2 3  
14 8 9 5 4 7 2 3  

 heap را جایگزین کرده و بقیه مراحل ساخت درخت          5 را حذف کرده و عنصر       20در این مثال عنصر     
 .را انجام داده ایم

  چه کاری انجام می دهد؟fتابع : سؤال 

int f (node * T ) 
{ 
 int L , r ; 
 if ( T )  
 { 
  L = f ( T  Left ) ; →
  R = f ( T  Right ) ; →
  if  L > r  return  L + 1 ; 
  else return  r + 1 ; 
 } 
 return  0 ; 
} 

 .ارتفاع درخت را نشان می دهد: جواب 
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  چه کاری انجام می دهد؟fتابع : سؤال 

node  * f ( node * T ) 
{ 
 node  * r , * s , * q ; 
 q = Null ; 
 if ( T ) 
 { 
  r = f ( T  Left ) ; →

  s = f ( T  Right ) ; →

  q = New ( node ) ; 
  q →  Left = r ; 
  q →  Right = s ; 
  q →  data = T  data ; →

 } 
 return  q ; 
} 

 .از یک کپی تهیه می کند: جواب 

  چه کاری انجام می دهد؟gتابع : سؤال 

int  g ( node * T ) 
{ 
 if ( T ) 
 { 
  if ( ! T →  Left ) && ( ! T →  Right ) 
   return  1 ; 
  else 
   return ( g ( T  Left ) + g ( T →  Righe ) + 1 ) ; →

 } 
 return  0 ; 
} 

 .تعداد گره ها را چاپ می کند: جواب 
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  چه کاری انجام می دهد؟hتابع : سؤال 

int  h ( node * T ) 
{ 
 if ( T ) 
 { 
  if ( T →  Left = = Null ) && ( T →  Right = = Null ) 
   return  1 ; 
  else 
   return ( h ( T →  Left ) + h ( T →  Righe ) ) ; 
 } 
 return  0 ; 
} 

 .تعداد برگها را چاپ می کند: جواب 

 پیمایش درخت دودویی آنرا تشکیل داده و.  زیـر را داریـم  Preorder و Inorderپـیمایش  : سـؤال   
Postorderآنرا بنویسید . 

Inorder :  E A C K F H D B G 

Preorder :  F A E K C D H G B 

Postorder : E C K A H B G D F 

 

 

 
درخت دودویی آنرا تشکیل داده و پیمایش       .  زیر را داریم   Postorder و   Inorderپـیمایش   : سـؤال   

Preorderآنرا بنویسید . 

Inorder : C B A E F H I D G 

Postorder : C A B F I D G H E 

Preorder : E B C A H F G D I 
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maxheap: سؤال  . آرایه زیر را از دو روش درج و جوان ترین پدر بدست آوریددرخت
1 2 3 4 5 6 7 8 

10 15 22 4 11 23 19 14 

14    4 
23   22 19 

23 15 10      
22   10 19  

23 15 22 14 11 10 19 4 

به روش جوان ترین پدر

1 2 3 4 5 6 7 8 
10 15 22 4 11 23 19 14 

10 15      
15 10 22     
22 10 15 4 11   
22 11 15 4 10 23  
22 11 23 4 10 15 19 14 
22 11 23 14 10 15 19 4 
23 11 22 14 10 15 19 4 
23 14 22 11 10 15 19 4 
23 14 22 11 10 15 19 4 

به روش درج

The END !
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